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Introducao

Nesta aula vamos apresentar exemplos praticos e a teoria sobre a
solucdo de sistemas lineares gerais do tipo Ax = b com A € R™*",
com m, n € N qualquer. Depois vamos analisar a resolugdo dos
sistemas quadrados (m = n).
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Sistema Lineares e Problemas

Onde aparecem, donde vém os sistemas lineares?

@ Intersecdo entre retas, planos.
Problemas associados

@ Determinar os x € R" solugdo dos problemas lineares

fl(X) =0
fm(x) =0
onde fi(x) := Z ajjxj — bj é uma funcdo linear em xi, ..., Xp.

j=1
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Sistema Lineares e Problemas

Onde aparecem, donde vém os sistemas lineares?

@ Problemas descritos das equagdes n3o lineares fj(x) = 0 onde
fi(x) é n3o linear. Por exemplo:
encontrar x, y, z tais que

sin(x)+e¥ ™3 +z-3=0
cos(x) + log(x+y)—4=0
2X+y—zxy+2=0
@ Na resolucdo de problemas diferenciais do tipo encontrar a
funcdo g(x) tal que: g'(x) + —x - g(x) + xsin(x) = 4x
Aplicando especificos métodos numéricos para resolver os problemas em
cima aparecem sistemas lineares que necessitam de ser resolvidos. Estes

métodos numéricos e os associados sistemas lineares vao ser analisado
nesta disciplina mais em frente
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Sistema Lineares e Problemas

Intersecao de retas

Seja C1 um carro vermelho que corre com velocidade constante de 80
km/h e C2 um carro azul que tem velocidade constante 50 km/h.

Se (2 estd 100 Km em frente respeito a C1 na mesma pista, em
quantas horas o carro C1 passard o carro C27?

distancia percorrida em Km

d=280xh
d=50%h+ 100
400 |
300
200 |
100 T
0 1 2 3 4 horas
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Sistema linear geral (retangular)

Dados b € R™ e a matriz A € R™*" de m linhas e n colunas, o problema

de determinar x € R" tal que Ax = b,
é chamado sistema linear de m equacgdes e n incégnitas. O vetor
X1 b1

X = : é chamado solu¢do do sistema linear, o vetor b =

Xn bm
é chamado vetor independente, e enfim A = (aj)i=1,....m, j=1,...,n também
indicada com

al ain ain

ani ann arn
A= o oo e ]

ami am? amn

é chamada matriz dos coeficientes do sistema linear Ax = b.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Vetores e vetores transpostos

z]
V)

@ Um vetor z = . ¢ chamado vetor coluna de n elementos.
Zn

@ Um vetor w = ( Wi Ws ... W, ) é chamado vetor linha de n

elementos.

@ Uma sequencia x = (x;)i=1,....n ¢ chamado simplesmente vetor de n
elementos.

@ Dado um vetor y denotaremos com y* o vetor transposto de y,
entdo se z for um vetor coluna de n elementos
z'=(=z z ... z,)éum vetor linha de n elementos.

wy

. . ~ WZ
Vice-versa se w for um vetor linha de n elementos ent3o wt =

Wn

é um vetor coluna de n elementos.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Matriz transposta

A transposta de uma matriz A = (a;) € R™*" | indicada com A é
a matriz de dimens3o n x m obtida transferindo cada linha i na

coluna i ou seja

ai1 asy - N am1
aip axy - ‘e am?

At = : S : c RMxm

aip dopn ¢ ce amn
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Vetores linearmente independentes

o

Dados dois vetores y, z € R” de n elementos, diremos que sao
linearmente independentes se nao existir algum o € R, o # 0 tal
que y = az.

Diremos que dois vetores y, z sdo linearmente dependentes se
existir um a € R, a # 0 tal que y = az.

Um conjunto de k vetores {V;};—1,.. x onde cada ¥; € R" é um vetor
em R" dizem linearmente independentes se uma combinag¢ao linear
deles é nula somente se as constantes que os multiplicam s3o todas
nulas. Ou seja se Zf-;l «a;v; = 0 acontece somente se a; = 0 por
cadai=1,..., k.

.. k — ~ ~
Se existir algum «; # 0 para que ) ;_; a;V; = 0 os vetores ndo sdo
linearmente independentes

Exemplo de trés vetores linearmente independentes: (1 2 3),
(455),(111)

Outros vetores lin. indep. : (12 3)%, (456), (112)*
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Vetores nao linearmente independentes (linearmente
dependentes)

@ Se existir algum «; # 0 para que fozl a;v; = 0 os vetores
nao s3o linearmente independentes, ou seja sdo linearmente
dependentes. Podemos exprimir um vetor deles como
cobinacdo linear dos outros.

@ Exemplo de trés vetores n3o linearmente independentes :
=(123),w=(455), s=(—-1 —0.5 0.5).
Isso porque o terceiro vetor é obtido como a combinacdo dos
primeiro dois
3=V — fvz Note que cada dupla destes trés vetores é em
vez linearmente independentes.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolug3o de Sistemas Lineares Retangulares

Vetores linearmente independentes e o Determinante da

matriz associada

Proposicao

n vetores linha £;, com i = 1, ..., n, sdo linearmente independentes
41

se e s6 se a matriz A = : tem determinante ndo nulo
ly

Proposicao

n vetores columna ¢; com i =1,...,n s3o linearmente
independentes se e s6 se a matriz A = ( ¢y -+ Cp ) tem
determinante ndo nulo.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Matriz nao singular

Uma matriz quadrada A € R"*" diz se n3o singular se tem n linhas (ou
colunas) linearmente independentes.

Proposicao

Se uma matriz A € R"*" tem n linhas linearmente independentes entdo
tem n colunas linearmente independentes (e vale o vice-versa também).

Proposicao

A € R™" € ndo singular se e s6 se o determinante da matriz A é ndo
nulo, det(A) # 0.

A ndo singular <= {n linhas (ou colunas) lin. independentes }
< det(A) #0
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Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Teoria dos Sistemas Lineares Gerais

Sistemas lineares consistentes

Um sistema linear diz-se consistente se admite pelo menos uma solugdo.

Exemplo de sistemas consistentes

2x+4y = 6
X—y = —1 admite solucdo (x,y) = (3, %)-
2x+y = 2

{ x—2y = 0 admite solugdo (3, 5)-

Exemplo de sistemas nao consistentes

_ Dedray = L 2x+4y =1
Os sistemas { x —y = -1, X+ 2 = -2
2x+y = 2 oo

ndo admitem solugdo, ndo sio consistentes.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Posto de uma matriz

Denotamos com (A|b) a matriz que se obtém colocando o vetor b ao
lado das colunas de A. Para saber se Ax = b admite solu¢do é necessario
conhecer o posto (ou rank) das matrizes A e (A|b)

Definicao

|

Chama se posto (ou rank) de uma matriz A € R™*" o numero maximo
de linhas linearmente independentes (ou equivalentemente de colunas lin.
indep.) de A. E denotado com posto(A).

A= tem maximo 2 linhas linearmente independentes,

W N =

2 3
4 6
5 5

6 10 1
que sdo a dupla (

0
1,2,3),(3,5,5) eadupla(2,4,6),(6,10,10).

Note que se A € R™*" entdo posto(A) < min{m, n}.

MS211 - Calculo Numérico Aula 7 - Sistemas Lineares 15 / 26



Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Verificar se um sistema é consistente usando o posto

Proposicao

O sistema Ax = b é consistente (admite pelo menos uma solucdo) se e s6
se: posto(A) = posto(A|b)

2x+4y = 6 2 4
Exemplo: X—y = -1 tem A= 1 -1 com posto 2,
2x+y = 2 2 1

porque cada dupla de linhas é linearmente independente. N3o tem 3
linhas lin. indep. Porque note que a (2 ,1) =0.5(2 ,4) + (1 ,-1), por
isso 0 maximo numero de linhas lin. indep. é dois.

2 4 6
Também a matriz (AjJp)=| 1 —1 —1 | tem posto 2, note que
2 1 2

(2,1,2) = 0.5(2,4,6) + (1, -1, ~1).
Por isso este sistema admite solugdo, que serd x = 3, y = .
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Solugdo de sistemas gerais (m > n)

Ax =bcom A€ R™" b e R™, incégnita x € R"

Se m > n O sistema tem mais equacées que incégnitas,
pode admitir solucdo somente se:
tem pelo menos m — n equagdes que podem ser deduzidas das
outras.
Ou equivalentemente se tem no maximo n equagdes
linearmente independentes, ou seja se posto(A|b) < n.

Depois temos sempre de verificar se

posto(A) = posto(A|b) para ter a certeza de ter solugdo.
Se r := posto(A) = posto(A|b) < n, teremos co"~" solu¢des.
Se temos em vez posto(A) = posto(A|b) = n, temos uma
tnica solugdo.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Solugdo de sistemas gerais (m > n), Exemplos

2x + 4y = 1
o X =y = —1 tem m = 3, n = 2 ndo admite solu¢do porque
2x+y = 2
2 4 1
(Alb) = 1 -1 -1 tem determinante n3o nulo, por isso posto(A|b) =3 > n
2 1 2

logo o sistema n3o pode admitir soluggo.

2x+4y = 6

(] X —y = —1 admite solucdo porque posto(A|b) = posto(A) = 2, que é (x,y) = (%, %)
2x+y = 2
2x + 4y = 1

o x4+ 2y = 0.5 tem posto(A|b) = 2 = n mas este ndo me garante de ter solu¢do, verificando
—x — 2y = 2

temos posto(A) = 1 # posto(A|b), por isso ndo temos solucio.

2x + 4y = 1
] x + 2y = 05 tem posto(A|b) = 1 < n e sendo também que posto(A) = 1 entdo o
—x =2y = —0.5

sistema admite infinitas solucdes (00271 = oo! solugdes),

sdo todas aquelas do tipo (—2y + 0.5, y) por cada y € R.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Solugdo de sistemas gerais (m < n)

Ax = b, com A€ R™" b e R™, incégnita x € R"
Se m < n O sistema tem mais incégnitas que equacoes.
Se admitir solugdo (ou seja se posto(A) = posto(A|b)) pode
admitir somente um numero infinito de solucGes, de numero
00"~" onde r = posto(A) = posto(A|b).

Isso porque r sera sempre menor de n, sendo que vale (ver
slide 15) r < min{m,n} = m < n.

Notamos que se posto(A) = m necessariamente também
posto(A|b) = m e por isso o sistema admitird neste caso
sempre oo~ solucdes.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Solugdo de sistemas gerais (m < n), Exemplos

o { 2x—y+z = -2
-3x+y+2z =1
m=2,n=3, amatriz A= 2 1 1)tempostor—2—m
’ ' -3 1 2
e também posto(A|b) = 2 ent3o o sistema é consistente e tem
00"2 = oo! solugdes do tipo (1 +3z,4 + 7z, z) por cada z € R
o { 2Xx—y+z = -2
—4x+2y -2z = +4
admite oo? solugdes porque r = posto(A) = posto(A|b) = 1. As
solu¢des sdo do tipo (x,y, —2x +y — 2)
o { 2x—y+z = -2
—4x+2y -2z = 43

é inconsistente (n3o admite soluc3o). Isso porque posto(A) =1 e
posto(A|b) = 2.
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Sistemas lineares com m = n

Ax = b, com A€ R™" b x € R"

Se m = n Sistema com n equac¢les e n incdgnitas
Teremos sempre posto(A) < posto(A|b) < n
o Se det(A) =0
@ Se posto(A) < posto(A|b) o sistema n3o admite solu¢do
(sistema inconsistente).

@ Se r = posto(A) = posto(A|b) o sistema admite 00" ™"
solu¢des onde r := posto(A). Note que neste caso sendo
det(A) = 0 temos necessariamente que r < n

o Se det(A) # 0 O sistema admite uma dnica solucdo e tem
posto(A) = n. Note que
det(A) # 0 — posto(A) = posto(A|b) = n
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Teoria dos Sistemas Lineares Gerais Guia na Resolugdo de Sistemas Lineares Retangulares

Sistemas lineares com m = n, Exemplos

x+2y — 3z = 1
o —2x —y+2z = 1
—x+y—z = 1

n3o admite solu¢do.
Note que posto(A) = 2, porque a dltima linha de A é obtida como soma das primeira duas.

2 -3 1
Em vez posto(A|b) = 3, porque det -1 2 1 =—-1#0
1 -1 1

x +2y — 3z = 1
] —2x +3y + 2z = 2
Ty — 4z = 4

admite ool solugdes.
Porque det(A) = 0 e posto(A) = 2 = posto(A|b) porque a ltima equagdo & igual a soma
2*(eq.1)+(eq.2).

x+2y —3z = 1
o —2x+3y+2z = 2
—x+y+z = 3

admite uma unica solu¢do porque det(A) = —4 # 0
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Regras e Métodos Diretos para sistemas quadrados

Métodos Diretos para a resolucao de sistemas lineares

Chamamos método direto para a resolucdo de um sistema linear:
um qualquer método ou regra que num numero finito de passos
permite de obter a solucdo certa do sistema linear.

Esta solucdo é exata na aritmética infinita (sem usar algum tipo de
aproximag3o).

Um método direto é por exemplo a regra de Cramer.
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Regras e Métodos Diretos para sistemas quadrados

Regra de Cramer

Dado o sistema Ax = b com A€ R"" e b € R", com det(A) # 0
podemos achar a solu¢do x € R"” usando a seguinte regra
(formula) chamada Regra de Cramer:
det(Aj) .
i=——,porcadaj=1...,
T get(a) PO 9/ "

onde A; € R"*" é a matriz obtida de A substituindo a coluna j de
A, ou seja (ajj)i=1,..,n, cOmM o vetor b.
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Regras e Métodos Diretos para sistemas quadrados

X+2y+3z=2
Exemplo: 2x—y—2z=2

x+z=0
1 2 3
Note que a matriz A= | 2 —1 -2 |, tem det(A) = —6.
1 0 1
b= (22 0)* e o vetor das incégnitas é x = (x, y, z)! € R3. Aplicando
Cramer:
2 2 3 1 2 3
2 -1 =2 2 2 =2
0 0 1 —6 1 0 1 -12
X=——"F—" x—=—=1Ly= = =2
det(A) —6 det(A) —6
1 2 2
2 -1 2
1 0 0 6 N ~
(A 6 —1. Note que usamos a notagio

|B| := det(B). Se computamos o determinante usando formulas/regras
diretas entdo a regra de Cramer serd um método direto.
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Regras e Métodos Diretos para sistemas quadrados

Regra de Laplace

alil sen=1
n

det A = (_1)"+J'a,-j det(A;) sen>1
j=1

Onde A; € R""1X1~1 & a matriz que se obtém eliminando a linha i
e coluna j de A.

A regra de Laplace é direta portanto usando ela dentro a regra de
Cramer obtemos um método direto.

MS211 - Calculo Numérico Aula 7 - Sistemas Lineares 26 / 26



	Sistema Lineares e Problemas
	Teoria dos Sistemas Lineares Gerais
	Guia na Resolução de Sistemas Lineares Retangulares

	Regras e Métodos Diretos para sistemas quadrados

