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Convergéncia dos métodos numéricos

Convergéncia e erro ao passo k

Como ja vimos dada uma sucessdo {xx} de um método numérico
usado para procurar o zero z (ou também denotado com &) de
uma funcdo f

Definicao (Convergéncia do método)

O método que gera a sucessdo {xx} diz se convergente a raiz z

se vale lim x, = z.
k—o00

Como ja vimos o método da bissecdo e da falsa posicdo sdo convergentes
quando f é continua e admite um dnico zero em [a, b].

A seguir usamos a nota¢do e := |xx — z|, (ou e = |xxk — &)

entdo e é o erro do método no passo(iteracdo) k.

Observamos que se o método for convergente entdo a sucessdo dos erros
converge a zero

lim e, = 0.
k—o0
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Convergéncia dos métodos numéricos

Convergéncia linear

Determinar a ordem de convergéncia dos métodos, é util para
comparar a rapidez dos métodos convergentes

Definicao (Convergéncia linear)

€k+1

Se existir 0 < C < 1 tal que lim
k—oco €k

entdo o método, que gera os {xy}, € dito linear. Os métodos
lineares tem ordem de convergéncia 1.

= C onde e = |xx — z

’

Notamos que se {xx} for gerada de um método linear vale que: por
k suficientemente grande (v > 0 tal que Vk > v): ex11 ~ Ce,
e entdo ex41 < e para k suficientemente grande.

MS211 — Célculo Numérico Aula 5 - Convergéncia, Método da secante, Ponto fixo 4/23



Convergéncia dos métodos numéricos

Convergéncia de ordem superior

Definicao (Convergéncia de ordem p)

Um método € dito ser convergente de ordem p, com p > 1, se
existir um C > 0 tal que

. €k+1
lim =t — ¢
k—oo €exP

A constante C é chamada constante assintética de convergéncia.
Vale que por k suficientemente grande ey = Ce,f.

Definicao (Convergéncia superlinear)

€k+1 p . .
=t — 0 0 método diz-se que converge mais que

Se |lim
k—oo €k

linearmente (ou que é superlinear).

Neste ultimo caso é esperdvel que a ordem de convergéncia seja
superior de 1.
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Convergéncia dos métodos numéricos

Convergéncia dos métodos de Bissecao e Falsa Posicao

@ Sabemos que o método da bissecdo é convergente, porem n3o
se conhece a sua ordem de convergéncia, porque esta
dependerd da fungdo e do intervalo [a, b] utilizado.

Sabemos s6 que para a bissec3o vale sempre que
ek < @ = é’[j{, que € util para estimar o erro cometido no
passo k.

@ O método da falsa posicdo em vez pode ser linear nalgum
caso comum, como quando a funcdo for convexa ou concava.
Ver teorema seguinte.
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Convergéncia dos métodos numéricos

Teorema (Convergéncia linear do método da falsa posicao)

Seja f tal que f(a) - f(b) < 0 com um dnico zero z em [a, b], se f for
convexa ou concava em [a, b] (ou seja f"” > 0 ou " < O respetivamente)
entdo o método da falsa posicdo converge e € linear

c €k+1

lim —— =M,

com 0 < M < 1 obtida da formula M = 1 — :,/((;)) com

w € (z, b), se f for convexa
w € (a,z), se f for concava

Proposicdao (Estimativa do erro da falsa posi¢do)

Se a derivada f' for continua em [a, b], f(a) - f(b) < 0.
Sejam my = min |f'(x)| e My = max |f'(x)| entdo vale a seguinte
x€[a,b] x€[a,b]

estimativa do erro ao passo k + 1:

< M1 —m | |
€ — X — X
k+1 > ; k+1 k
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Método da Secante

Método da Secante

Este método usa duas aproximagde x,_1 € xx do zero de uma fungdo f
para poder achar uma aproximag¢ao melhor x,1. A aproximacgao é obtida
através a intersecao com o eixo das x da linha “secante” que passa pelos

pontos (xk—1, f(xk—1)) € (xk, f(x«))

Trp—1 T, 0 x
Lh+1

Notamos que este
método n3o usa, diferentemente da bissecdo e falsa posicdo, os extremos
do intervalo [a, b] onde é procurado o zero.
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Método da Secante

Formula do Método da Secante

A iteracdo k + 1 do método da secante, ou seja xx+1, € obtida portanto
como a solucdo x do sistema

y = (1) _ Fla) = F(x-1)

(equac3o reta secante)
X — Xk—1 Xk — Xk—1

— Xk+1 = X
y=0 (equacdo do eixo das x)
Temos trés possiveis expressdes de Xxi1
f(Xk)Xk,1 — f(kal)Xk
X1l = 1
o k) — F(Xk_1) (1)
(Xk - Xk—1)
=xk_1 — F(xk—1) 07— 2
X1 = Xk—1 — f(Xk—1) Fl) — Flxe1) (2)
(XK — Xxk—1)

X1 = Xk — f(X")W
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Método da Secante

Observacoes

@ Note como a formula (expressdo) (1) do método da secante é
similar a aquela da falsa posicao

@ Onde evitar erros de cancelamento subtrativo que acontecem
com esta formula (1) quando xx ~ xx_1 prefere-se usar a
formula (2) ou (3).
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Método da Secante

Algoritmo e critérios de precisdo (ou de paragem)

[ Inicializagdo | X0, x1 dados de input \
— Xk —Xk—1 .
Repetir L X = X — 04 7=y
2. k=k+1;
Até Verificar o critério de paragem

Dois critérios de paragem do algoritmo s3o possiveis:
i) |xk —xk—1] <e
i) [f(x)| <e

@ O critério i) garante a saida do algoritmo quando duas iteracbes
sucessivas sao préximas a menos de g, isso porem nao garante que
|xk — &| < €. Mas se for e muito pequeno e temos garantia da
convergéncia (ver teorema na slide 14), é esperdvel que, satisfeito o
critério i), o x, seja préximo do zero.

@ O critério ii) pode ser usado junto com o critério i).
E também possivel usar dois € diferentes, por exemplo
Ixk — xk—1] < 107% e |[f(xx)| < 1072
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Método da Secante

Exemplo

Procurar o zero de f(x) = xlogx — 1 em [2,3]. Sabemos ja que em [2, 3]
tem um (nico zero, escolho de usar como xp = 2 e x; = 3, poderia
também ter usado xp = 2 e x; = 2.5, porque a escolha é livre, porem no
teorema a seguir vamos ver como é importante usar xg, x; perto do zero.
Com xp = 2, x; = 3, e usando como condi¢cdo de paragem

(Ixk — xk—1| < €1 e |f(xk)| < €2) do algoritmo com g1 = 107%,

g2 = 107, obtemos usando f(xp) = —0.39794, f(x;) = 0.431367 as
seguintes iteragoes:

xo = 3 — F(x) g3 ~ 2.504964  com f(xp) ~ —0.001016
X3 = Xp — f(xz)% ~ 2506188 com f(x3) ~ 2.80210~°
X4 = X3 — f(&)% ~ 2.506184 com f(x4) =~ —3.55510~

X4 satisfaz ambas as condi¢coes de paragem:
s —x3| =~ 4-107% < 107%  |f(xq)| < 107°,

por isso o algoritmo para nesta iterag3do.
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Método da Secante

Métodos Globais e Locais

@ Os métodos globais convergem a um zero da fungcdo sempre
que existir um (nico zero na regido considerada. Os métodos
da bissecdo e da falsa posicdo sdo globais.

@ Os métodos locais para convergir precisam usar iteracdes
iniciais perto da raiz procurada e somente neste caso os
métodos locais tém a garantia de convergir a raiz. Os
métodos da secante e de Newton-Raphson s3o locais.
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Método da Secante

Convergéncia

Teorema (Convergéncia do método da secante)

Seja f com pelo menos um zero & em [a, b], e tal que f'(x) # 0 por cada
x € [a, b], e tal que admite derivada segunda continua em |a, b]. Se os
pontos xg e x; foram tomados bastantes perto do zero £ entdo o método
da secante € convergente e tem ordem p = ”T*ﬁ(% 1.618):

. . €kr1
lim e, =0 , lim =L — ¢
k— o0 k—o0 ek

Propriedades:
@ Vale que o erro ao passo k + 1 satisfaz
ek+1 < Meyex—1

onde M = 2 com My < inf |f'(x)| e sup [f"(x)| < M.
! x€[a,b] x€|a,b)

@ xp e x; “bastantes perto ao zero” significa por este método que:
1 1
o =&l < qela—¢&l <
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Método da Secante

Interpretacao geométrica da escolha de xy, x3

Mostramos graficamente a importancia de tomar xp e x; perto da raiz .
Se xp, x1 foram distantes da raiz pode acontecer que {xx} n3o converge a
&, e pode até ir ao infinito se ndo existem mais zeros além de &.

f(z)

0 “/5 D PP
Se em vez xp, x; foram perto do zero e
tomados na regido da curva com a mesma concavidade ou
monotonocidade da regido que contem o zero, teremos convergéncia
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Problema do ponto fixo

Ponto fixo de uma funcdo ¢

Definicdo (Ponto fixo)

Um ponto £ € R é chamado ponto fixo da fungdo ¢ se: p(§) = &

Para determinar os ponto fixos de ¢ é suficiente achar as intersecdes da
funcdo ¢ com a bissetriz y = x, ou seja resolver a equacdo

p(x) = x.
Por exemplo ¢(x) = 2x tem como ponto fixo £ = 0, porque de 2x = x
obtemos x = 0. Em vez ¢(x) = 2x — 1 tem como ponto fixo { =1,
porque 2x — 1 = x implica que x = 1. N3o sempre o ponto fixo é lnico:
©(x) = 2x? tem dois pontos fixos £ =0 e & = %

y=ua

y
p(z) =22~ 1
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Problema do ponto fixo

Métodos do ponto fixo

Um método iterativo do tipo xx+1 = @(xx) é dito método do ponto fixo,
ou também método iterativo simples.

O método de Newton-Raphson é do ponto fixo, em vez todos os métodos
vistos até agora n3o sdo do ponto fixo.

E facil construir um método do ponto fixo, dada uma qualquer funcdo
©(x) e um ponto xp pode sempre construir o método :

x1=p(x0) — x2=p(x1) — -+ xk = (xk—1) — Xk41 = o(xx) —> -+~

Porém pode n3o convergir...
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Problema do ponto fixo

Determinacao grafica dos métodos do ponto fixo

Dado xp e a fungdo ¢ temos que x; = ¢(xp), x1 é portanto achado
no eixo das x como a abscissa da intersecdo da reta y = ¢(xp)
com a bissetriz y = x. De x; computamos ¢(x;) e determinamos
xp como a abscissa da intersecdo de y = ¢(x1) com a bissetriz ...

y=¢lx) y=X

¢(x)
Y.(X:)
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Problema do ponto fixo

Métodos do ponto fixo, convergéncia

N3o todos os métodos do ponto fixo convergem . ... Por exemplo,
considere p(x) = 2x + 1 e pega xp = 3 tem
x1 = T7,xp = 15,x3 = 31, a sucessdo x, diverge (va ao infinito).

Mas, se convergir o método convergird a um ponto fixo de ¢(x).
X . o e

Por exemplo se for p(x) = 3 + 2 obtemos, dada a iteragdo inicial

Xg = 5, os valores:

= 21223667, xp = L 4 2= 3.202, x5 = 3.0741,

x4 = 3.0247, ... xg = 3.0003, x9 = 3.0001, x;0 = 3.000003, ...

lim x, = 3.
k—ro0
Ent3o a sucessdo {xx} converge a 3. Notamos que x = 3 é mesmo

o ponto fixo de (x) = 3 + 2. Este ndo acontece por caso ...
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Problema do ponto fixo

Convergéncia ao ponto fixo

Na verdade qualquer método do ponto fixo, ou seja do tipo
Xk+1 = p(xk), se convergir, pode convergir somente ao ponto fixo de (.

Teorema de Convergéncia ao ponto fixo

Seja ¢ uma fungdo continua e {xx} a sucessio gerada do associado
método do ponto fixo xx+1 = p(xk). Se existir c € R tal que

lim xx = ¢, entdo c € um ponto fixo de p.
k— o0

Demonstraggo.

Se lim x; = c temos também que lim x,4 1 = c mas sendo x4 1 = @(xk) entdo
k— oo k— oo
lim ¢(x) = c. (4)
k— o0

Sendo ¢ uma fungdo continua e por a hipdtese de convergéncia (k lim x; = c) temos que
—> 00

lim o(x) = ¢ lim x) = (c). ®)
k— oo k— o0
Por isso obtemos de (4) e (5), que ¢(c) = c. O ponto ¢ é portanto um ponto fixo de ¢. O
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Problema do ponto fixo

Teorema de convergéncia dos métodos do ponto fixo

Teorema

Seja | um intervalo que contem um ponto fixo £ de . Se valem as
seguintes condicoes:

i) ¢ e a sua derivada ¢’ s3o fun¢des continuas em |;

i) 3M > 0 tal que |¢'(x)| <M <1Vxel;

iii) xo € /;
entdo a sucessdo {xx} gerada de ¢ (ou seja com xx = p(xx—1))
converge ao ponto fixo & (kI|_>rr;o xk = &).

O intervalo / é chamado intervalo de contracio.
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Problema do ponto fixo

Teorema de convergéncia dos métodos do ponto fixo
Demonstracao.

Provamos o teorema em dois passos

@ Se xg € | entdo cada x, continua a estar em [, Vk > 0 x, € /.
9 lim Xk :f
k— 00
Seja x, € | usando a expansdo em serie de Taylor de ¢ obtemos:
X1 — & = p(xk) — 0(§) = ¢’ () (xk — &) com
¢k € [min(xk, &), max(xx, &)] C /.
Portanto |xkt+1 — &| = |¢'(ck)||xk — &|, e por a hipétese ii) |¢'(ck)| < 1,
obtemos |xx+1 — &| < |xk — &| e entdo xk+1 é mais perto a & respeito a xk
e continuard portanto a estar no intervalo /, xx+1 € I.
Provamos agora o ponto 2. Usando ii):
X1 — €| = l(x0) — (&) = [¢'(co)llx0 — & = M|xo — §|
o =& = [¢'(c1)|lx1 — €| < Mxa — €] < M2|x — §|
No passo k temos |xx — &| < M¥|xo — &|. Agora sendo por hipStese que
0 < M < 1 obtemos que lim |xx —&| < lim Mk|xo —£| =0 e portanto
k— 00 k— o0
lim x, = €. ]

k—o00
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Problema do ponto fixo

Estimativa do erro ao passo k + 1

Teorema da Estimativa do erro do método do ponto fixo
Com a hipoteses i) ii) iii) do teorema anterior vale que
Xk — & <
i =€l < T
contracio I, |¢'(x)| < M < 1, Vx € I.

|xx — xx—1| onde lembramos que no intervalo de

Demonstrac3o.

Usando que xx = p(xk—1) e que (&) = £ obtemos

Ixk — &l < xe = Xkpa| + [xka1 — € < Mxk — xk—1]| + Mxx — €]
Portanto (1 — M)|xx — &| < M|xx — xx—1| esendo1 — M >0e
dividindo por 1 — M temos a tese. []
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