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Procedimento para achar os zeros

Procedimento para achar os zeros

O Procedimento divide-se em duas fases
© Fase 1: Localiza¢do ou isolamento das regides que contem os
zeros (Aula anterior)

@ Fase 2: Aplicacdo de métodos numéricos para refinar tais
regides e achar com mais precisdo os zeros

O sucesso da Fase 1, no localizar regiGes restritas no entorno do
zero, permite de resolver a Fase 2 mais rapidamente.
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Algoritmos lterativos
Método de Bissecgcdo

2 q
Fase 2 Método da Falsa posicido

Critérios de precisdao na aproximacao do zero

Quando podemos dizer de estar perto ao zero procurado?
Seja X uma aproximacdo da raiz z obtida de um método, e e > 0 a
acuracia (ou a precisdo) requerida do problema, podemos dizer de
achar (ou aproximar) o zero a menos de uma tolerancia ¢ se

i) |x—zl<e

ou

i) [f(x)] <e.
Em qualquer método iterativo podemos escolher o critério do saida
baseando-se numa das duas condi¢des ou em ambas.
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Algoritmos lterativos
Método de Bissecgcdo
Método da Falsa posicdo

Fase 2

Métodos com Algoritmos Iterativos

Usaremos métodos que usam algoritmos com itera¢es para aproximar os
zeros. Em cada iteragdo (conjunto de operagBes que se repetem)
aproximaremos sempre melhor o zero. Dois algoritmos possiveis:

“slculo approx. inicial

1

Output da aproximagdo

‘Aproximagio préxima do zero?

Essa aproximagdo ———__ s

‘f——\
esta préxima o suficiente Céloulos
da raiz exata? )_{ —
—_— Fim

| Célculos intermediérios
e ——

Céleulo nova aproximagio
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Algoritmos lterativos
Método de Bissecgcdo
Método da Falsa posicido

Algoritmos lterativos

@ Os critérios de precisdo vistos antes sdo os critérios suficientes para
ter uma boa aproximac3o, serdo portanto também chamados
critérios de paragem dos algoritmos.

e Sendo que z é desconhecido (por isso é procurado!) n3o é
possivel aplicar diretamente o critério |x — z| < e.
Este critério é substituido do critério |bx — ax| < € onde
[ak, bk] € o intervalo, que contem o zero, obtido na itera¢do k
do método, junto a aproximagdo xx do zero com xi € (ax, bk).

Portanto se verificamos |by — ax| < € entdo vale com certeza
Ixk — z| < e.

@ Note que a seguir os algoritmos usados podem usar k =0 ou k=1
para indicar a primeira iteracao.
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Método de Bisseccao

Descricao

Parte-se de um intervalo [a, b] tal
que a funcdo tem sinais
contrarios nos seus extremos.
Divide-se o intervalo a meio,
escolhe-se o subintervalo onde a
funcdo tem sinais contrarios nos
extremos e assim sucessivamente.
Em cada iteracdo o aproximante
do zero, é o ponto médio do
intervalo analisado x, = %bk.
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Algoritmos Iterativos
Fase 2 Método de Bissec¢do
- Método da Falsa posicido

Método da Bisseccao: Algoritmo

] Inicializagdo \ [a0, bo] = [a, b]
L = 230,
Repetir 2. Se ;i(xk)f(ak) <0
Entdo ax+1 = ak, bk+1 = Xk
Sen3o Ak+1 = Xk, bk+1 = bk
Até Verificar o critério de paragem escolhido
f(x)
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Algoritmos lterativos
Método de Bissec¢do

2 a
Fase 2 Método da Falsa posicido

Exemplo de aplicacao do método da bisseccao

f(x) = xlogx — 1 onde log = logyg.
Achar o zero a menos de um erro (tolerancia) e = 1074,
Observamos que:
e f(2) = —0.3979 < 0 e f(3) ~ 0.4314 > 0 portanto existe um
zero em [2,3].

@ O zero € Unico em [2,3]? Sim, porque

f'(x) = log x + x(log x)" = Iogx—&—x("n”ﬁ))’ = logx + ﬁ =
I”I(;%rl >0, sex>1.

e Usamos o critério de paragem |by — ax| < &, com ¢ = 1074,
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Algoritmos lterativos
Fase 2 Método de Bissec¢do
- Método da Falsa posicdo

Exemplo de aplicacao do método da bisseccao

[a0, bo] = [2,3] com f(ag)f(bo) <O, |bp — ag| > ¢
VA (Xo,bo)

f(x) = —5.1510"3 < 0
d; = Xp = 25
Xo = 30‘5130 =25 f(ao) =-0.3979 <0 — by = by =3
f(bo) = 0.4314 >0 |1;1 - 301\ > ¢...alg.continua
f(xq) = 0.2082 > 0 2 € (ax)

o= 2atb =275 | f(a) = -515103 <0 2= A=25

- by = x; = 2.75
f(b1) = 0.4314 > 0 |by — az| > e...alg.continua
X = 28 = 2625 ...

Se for € = 0.3 0 método obtém o aproximante x, = 2.625.
Se ¢ = 10~* obtemos em vez como aproximante x4 ~ 2.506195, que for
obtido depois 14 iteragoes. Note que o zero real é z =~ 2.506184.
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Algoritmos Iterativos
Método de Bissec¢do
Método da Falsa posicido

Observacoes

@ No fim de cada iteracdo k toma-se como aproximante do zero
o valor x.

@ O método correu bem. Isso era esperado porque sendo que
refinemos sempre mais o intervalo inicial determinando em
cada iteragdo um intervalo menor que contem o zero,
conseguimos sempre localizar bem o zero.

@ Sempre que necessitaremos uma precisdo maior (ou tolerdncia
menor) o método numérico requererd mais iteragdes.

MS211 — Célculo Numérico Aula 4 - Bisseccdo e Falsa Posic3o 11 /24



Algoritmos Iterativos
Método de Bisseccd
Método da Falsa posicido

Convergéncia

Teorema de Convergéncia do método da bisseccao

Seja f continua em [a, b] tal que f(a)f(b) < 0 e seja z o tnico
zero de f nesse intervalo. Entdo o método da bisseccdo gera uma
sucessao xi que converge para z. Ou seja klim Xk = Z

— 00

Demonstracdo no livro " Calculo Numérico - aspectos tedrico e
computacionais” paginas 44-46
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Algoritmos Iterativos
Método de Bissec¢do

2 e
Fase 2 Método da Falsa posicido

Estimativas do nimero de iteracoes

Dada a tolerancia ¢, é possivel saber a priori em quantas iteracoes
obtemos com o método da bisseccio uma aproximacao x, do zero z tal
que satisfaz o critério

|xk — z| < € (1)
? Sim, ... sendo que xx := akgbk é o aproximante do método apds k

iteragBes, e que |xx — z| < |bx — ak|, entdo é suficiente encontrar k tal que

‘bk — ak| < €.
Observamos que

b1 —ak-1  bko—ak2 br3—ak3 by — ao
bk —dak = = = 3 = ... = —r
2 2.2 2 2
Sendo que por hipdtese do método ag = a, by = b. O ndmero de
iteracdes k para que seja verdadeira a condigdo (1) é tal que % <e.
Ou seja equivale a determinar o menor k inteiro positivo tal que

log(b — a) — log(e)
log(2) '
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Algoritmos lterativos
Método de Bissec¢do

2 a
Fase 2 Método da Falsa posicido

Exemplo, Estimativas do nimero de iteragoes

f(x) = xlog(x) — 1, [a, b] = [2,3].
@ Se ¢ = 1072, observamos que
log(3 — 2) — log(1072) 0 —(-2)

k - ~ 6.64
~ log(2) 0.30103

Portanto o nlimero minimo de iteracbes para ter
X —z| <1072
€7, e temos x; = 2.50390625.

@ Se e =10*, temos log(b;‘;)(g)log(a) = 0.361103 ~ 13.288.

O nimero minimo de iteracdes para que |xx — z| < 107* é 14,
e temos como aproximante xj4 =~ 2.5062.

Implemente o cédigo do método e verifique estes resultados
MS211 — Célculo Numérico Aula 4 - Bisseccdo e Falsa Posic3o 14 / 24



Algoritmos Iterativos
Método de Bissec¢do

2 e
Fase 2 Método da Falsa posicido

Propriedades do método da bisseccao

Propriedades Positivas
@ E um método global e geral, no sentido que converge sempre a uma
raiz z € [a, b], dependendo somente do intervalo [a, b] e que fungdo
f seja tal que f(a) - f(b) < 0. Outros métodos dependerdo também
de um chute inicial xg para poder convergir a raiz.

@ Envolve poucas operagdes — tem custo computacional baixo.

@ Sabe se a priori até quantas iteracdes k s3o necessdrias para ter
|xk — z| < e. Outros métodos ndo tém esta propriedade.

Propriedades Negativas
e E um método geralmente lento. Se como acontece frequentemente
b — a >> ¢ o método requer bastantes iteracdes para ter
|xk — z| < e. Imagine de usar b=a+3 ec=10"", entdo
precisaremos de k > % = 24.8 iteracdes. Ou seja somente
depois 25 iteragoes acharemos o zero a menos de uma tolerancia de
10~7. Outros métodos s3o bem mais rapidos para uma grande

classe de funcdes.
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Algoritmos Iterativos
Método de Bissecgcdo

2
Fase 2 Método da Falsa posicio

Melhorar o método da bisseccao

N3o sempre a média xx4+1 = @ é a melhor opgdo para achar o

zero em [ag, by].

Por exemplo se |f(ak)| for mais préximo a zero de |f(by)|

(ou seja se |f(ak)| < |f(bk)|) é mais provével que o zero z seja
mais préximo a ax que a by.

Usando os valores f(ax), f(bk), podemos localizar o aproximante
mais préximo do extremo onde a f é mais préxima de zero, esta é
a ideia do método da Falsa Posicdo.
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Algoritmos Iterativos
Método de Bissecgcdo

2
Fase 2 Método da Falsa posicio

Método da Falsa Posicdo (regula falsi)

E um método geral e pode-se aplicar quando f for continua em
[a, b] tal que f(a)f(b) < 0.

E semelhante ao método da bissecao, mas com o calculo de xi
dado por

_ akf(bk) — bkf(ak)

- (b)) —flan)
Este valor corresponde a uma media “pesada”de a, e by com peso
respetivamente |f(by)| e |f(ak)|, sendo que

af(bi) — bif(ak) _ |f(bi)lax + |f(ak) | bx
f(bk) — f(ak) £ (bic)| + I (ak)

Por isso, quanto mais |f(bk)| for menor de |f(ax)| tanto mais a
iteracdo xy sera mais perta a by que a ay.
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Algoritmos lterativos
Método de Bissecgcdo
Método da Falsa posicio

Fase 2

Método da Falsa Posicao

Notamos que o valor obtido na iteracdo k: xx = %

corresponde a intersecdo com o eixo das x da recta que une os
pontos (ak, (ax)) e (bk, f(bk))

y = @) _ B =3 (oqiachio da reta)
X — ay by — ax

y=0 (equagdo do eixo das x)

— X = Xk

f(z)

f (k)

flak)
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Algoritmos Iterativos
Fase 2 Método de Bissecgcdo
“ Método da Falsa posicio

Método da Falsa Posicao: Algoritmo

’ Inicializagdo ‘ [20, bo] = [a, b]

arf(by)—bif(a
Lo = 2

2. Se f(xk)f(ax) <0
entao axi1 = ak, bky1 = xk
Senao aky1 = Xk, bk+1 = bk

Repetir

Até Verificar o critério de paragem

Algoritmo similar a Bisseccdo, muda sé o valor de x;x em cada
iteracao.
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Algoritmos Iterativos
Método de Bissecg

Método da Falsa posm;ao

a Lo
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Algoritmos Iterativos
Método de Bissecgcdo
Método da Falsa posicio

Convergéncia

Teorema de Convergéncia do método da falsa posicao

Seja f continua em [a, b] tal que f(a)f(b) < 0 e seja & o dnico
zero de f nesse intervalo. Entdo o método da falsa posicdo gera
uma sucessdo xi que converge para z. Ou seja klim =&

—00
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Algoritmos lterativos
Método de Bissecgcdo

2
Fase 2 Método da Falsa posicio

Exemplo de aplicacdo do método da falsa posicao

f(x) = xlog x — 1 onde log = log;y. Achar o zero a menos de uma
tolerancia de ¢ = 10~%. Observamos que

o f(2) ~ —0.3979 < 0 e £(3) ~ 0.4314 > 0
portanto existe um zero em [2, 3].

e O zero é tnico em [2,3], porque f'(x) > 0, se x > 1.
@ Usamos o critério de paragem |bx — ax| < &, com £ = 1074,

@ O método da falsa posicdo resulta ser mais rapido em geral da
bisseccao.
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Algoritmos lterativos
Fase 2 Método de Bissecgcdo
Método da Falsa posicio

Exemplo de aplicacdo do método da falsa posicao

[ao, bo] = [2,3] com f(ao)f(bo) <0, |b0 — ao‘ >e€

f(x) =—0.0219<0 * E_(ff’f(’)z 4708
xo = ZHEI-2I0) % 247980 f(a0) = 03979 <0— ' 0T %
f(bo) = 0.4314 > 0 \1;1 — ai| > e...alg.contint
S (Xl bl)
f(x) = —0.001 <0 25 V1O
xq = Af)=br@) o505 | f(a) = —0.0210 < 0 22 = X1 = 2:504%6
f

)
F(b)—7(a1) ) b2 = b1 =3
bl) =0.4314 >0 |b2 — 312| > 5,,,a/g.continua

(

_ af(b)—baf(a2) _
X2 = T (m) 2.5061 . -
No fim de cada iteragdo k toma se x, como aproximante corrente
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Algoritmos Iterativos
Método de Bissecgcdo
Método da Falsa posicio

Resultados

e Com e = 1074, o algoritmo para na iteracio x;; = 2.506184.
Note que chegamos ao zero real pois: z ~ 2.506184.
Usamos menos iteragdes da bissecgdo (precisava de 14
iteracdes).

@ Se for e = 1078, 0 método para sempre apos 11 iteracdes, em
vez a bissecdo precisa de 27 iteragdes.

@ Menor é a tolerdncia requerida no aproximar o zero, melhor
serd o método da falsa posicio.

@ Note porem que uma iteracio da falsa posicdo requer mais
operagdes da bissecdo (custo computacional maior).

Considere a fungdo x3 — 9x + 3, procure os dois zeros em [0, 3]
com Bissecdo e Falsa Posicdo, qual método resulta ser melhor?

MS211 — Célculo Numérico Aula 4 - Bisseccdo e Falsa Posic3o 24 /24



	Procedimento para achar os zeros
	Fase 2
	Algoritmos Iterativos
	Método de Bissecção
	Método da Falsa posição


