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Problemas dos quadrados minimos

Analisaremos nesta aula os problemas e métodos de quadrados
minimos no caso continuo. Estes problemas aparecem quando se
quer aproximar ou ajustar uma curva disponibilizada f(x) dentro
um padrao de curvas possiveis minimizando a distancia da curva
dada do padrao de curvas considerado. A melhor curva neste
padrdo serad obtida através um método dos quadrados minimos no
caso continuo.

Além disso vamos ver como se pode aproximar uma curva, ou uma
sequéncia de dados discretos, usando um modelo n3o linear com o
método dos quadrados minimos.
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Problemas dos quadrados minimos no caso continuo

Ajuste de uma curva no caso continuo

Suponhamos de ter uma fungdo continua real f(x) : [a, b] = R que
queremos aproximar ou ajustar usando uma combinac¢3o linear de fungdes
o(x) = a181(x) + a2g2(x) + . . . @ngn(x) que modela o problema
observado.

O método dos quadrados minimos vai encontrar os melhores «; tais que
minimizam a disténcia ao quadrado entre f(x) e a ¢(x).

A distancia (ao quadrado) entre as duas curvas continuas f(x) e ¢(x) em
[a, b] é medida usando

d = / (F(x) — olx))2dx

Esta distancia generaliza a distancia discreta em m pontos

m
2

> (F(xk) — ()

k=1

usada nos problemas de quadrados minimos para o caso continuo onde

m — 00, ou seja quando temos observa¢des (infinitas) continuas.

MS211 — Célculo Numérico Aula 22 - Métodos dos quadrados minimos continuos e n3o linear



Problemas dos quadrados minimos no caso continuo

O integral que como sabemos generaliza o conceito de soma no
caso continuo

b
Z(f(xk) - @(Xk))z —7para k infinito— /a (f(X) - gO(X))de

m
k=1
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Problemas dos quadrados minimos no caso continuo

Métodos dos quadrados minimos no caso continuo

O método de quadrados minimos no caso continuo consiste no
minimizar ao variar dos «; a fungdo distancia ao quadrado

b
F(al,...,an)_/a (F(x) — o(x))2dx

n
onde p(x) = E a;gj(x). Procederemos como no caso discreto:
j=1

minimizar F ao variar dos «; equivale a encontrar os «; tais que

OF .
—(01,...,aq) =0 paracadai=1,...,n (1)
Ba,-
Cada uma das n equacgdes em cima serd uma equagao linear nos n
coeficientes incégnitos «j. Portanto (1) é equivalente a resolver
um sistema linear Aa = b, onde o = (a1, ..., )"
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Problemas dos quadrados minimos no caso continuo

Sistema linear associado ao método dos quadrados
minimos no caso continuo

Observamos que paracadai=1,...,n,

80‘ ~ 9o, / (Flx ;afgf(x))zdx:
JRCERECIRET s
? Jj=1 ) =1

0
Note que 9o ;ajgj(X) = gi(x). Portanto multiplicando por —2

OF b .
o= / (f(x)szzlajg(x))g,-(x)dxzo

A ultima igualdade pode ser escrita como a seguinte equac3o linear nos

coeficientes a;:
n

Z (/ gi(x)gi(x)dx) aj = / f(x)gi(x)dx paracadai=1,...,n

j=1
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Problemas dos quadrados minimos no caso continuo

Expressao do sistema linear usando o produto escalar de
fungdes continuas

b
Indicado com (¢, ) := / d(x)1p(x)dx o produto escalar de duas

a
funcBes continuas genéricas ¢ e 1 temos que as equagdes lineares para
cadaj=1,...,n

Z / " (g (x)da; = / " F)g(x)dx

podem ser escritas todas juntas como Aa = b com A = (a;;) onde
aj = (g, gj) e bi = (f,g). Portanto o sistema linear para resolver tem
dimens3o n e matriz A simétrica e o vetor b dados por

(g1,81) (g1,8) -+ (&1.8n) (f,&1)
_ (82,81) (&2,8) - (g2.8n) . (f, &)
(gn;gl) (gn;gz) N (gn,-gn) (f,-gn)
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Problemas dos quadrados minimos no caso continuo

Exemplo

Queremos achar a melhor reta ¢(x) = ax + b que aproxima a fungdo
f(x) = 2x2 no intervalo [0, 2]

Yy /

-1 1 2 x
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Problemas dos quadrados minimos no caso continuo

Para determinar a melhor reta ¢(x) = a + bx usamos o método
dos quadrados minimos continuo com n =2 que usa gi(x) =1,
g2(x) = x. Assim teremos p(x) = a181(x) + azg2(x) com a; = a
e ap = b. O sistema linear Ao = b para resolver tem dimensdo 2

A ( (61,81) (&1,82) > _( Jo gl(X)d fo &1(x)g2x)dx
(g2,81) (&2,82) J2 e2(x)gu(x)dx [ ga(x)2dx

Observamos que aj; = f02 g2(x) = f02 ldx =2,

321—312—f02g1 (x)g2(x dx—f0 xdx:%2|%:2,
azz—fo 2dx_;‘g:%_

fo (x)dx = [72x% - ldx = 18,
b2—fo (X)dX=f022x2 xdx = 242 =216 g

MS211 - Calculo Numérico Aula 22 - Métodos dos quadrados minimos continuos e no linear 10 / 25



Problemas dos quadrados minimos no caso continuo

O sistema para resolver é ent3o

(23)(%)-(%)

A solucdo é oy = —% e ap = 4, portanto a melhor reta que a
proxima a parabola dada é p(x) = —% + 4x
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Problemas dos quadrados minimos no caso continuo
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

Problema dos quadrados minimos no caso nao linear

N3o sempre o ajuste de uma funcdo f(x) em [a, b] ou de um numero
finito de pontos (xx, yx) satisfaz um modelo linear. Por exemplo pode ser
que o fendmeno/problema estudado satisfaz uma relagdo n3o linear,
como aquela exponencial ¢(x) = oy + e*>*. Notamos que esta p(x) é
nao linear respeito oy porque este coeficiente incégnito é argumento da
funcdo n3o linear exponencial. Suponhamos de ter observado o fenémeno
m vezes e de ter medido os valores (xk, yx) com k =1,..., m. Entdo:
achar os melhores o, a que minimizam a soma das distancias(erros) ao

m

quadrado E (vk — ¢(xx))? com ¢ n3o linear nos a; é chamado
k=1

problema dos quadrados minimos no caso discreto nao linear.

Em vez se procuramos os melhores a1, ap que minimizam
b

(f(x) — @(x))?dx com ¢ uma fungio n3o linear nos a;, é dito

a
problema dos quadrados minimos no caso continuo nao linear.
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

Problema dos quadrados minimos no caso nao linear,

necessitam na maior parte dos casos da resolucao de
sistemas nao lineares

Se estivessemos no caso discreto e quisessemos minimizar
m

Flai,ap) := g (vk — o(xx))?, com p(x) = oy + 22X, teremos de
.k:1 . . .
resolver um sistema n3o linear de n = 2 incégnitas oy, ay. Isso porque

IE =0 = 2) (—a1—e¥)(~1)=0 <
k=1

m

S (e — an — %) =0,

m
=0 < 2Z(yk —ay — e (=" x ) =0 —
k=1

k=1
OF
Oap
m
Z(yk — Q1 — eazxk)(eazxkxk) = 0;
k=1
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

Ent3o teremos de resolver o seguinte sistema nao linear em ag, ap

m
Y k-1 —e") =0
k=1

NE

(vk — a1 — e™2) (e x; ) = 0

>
I

1

Que pode ser resolvido com o método de Newton para sistemas
nao lineares, ver Aula 14.
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

PQM no caso geral discreto nao linear

No caso geral discreto n3o linear com a fungdo do modelo do

fendmeno ¢(x)

:¢(X,Oé]_,...7

ap) que depende dos n pardmetros

incégnitos o teremos de resolver o seguinte sistema nao linear de
n equacgoes

(
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m

Z(Yk — P, 0,

k=1

3|

> vk — (w1,

==

=1

m
E Yk — Xk,Oél,-u
k=1

9¢

7an)) : %(Xk7al7 ey

. 9¢
Oa

. 09
Oap

(Xkaala

—(xk, 01,4 - -

an) =0
7an):O
ap)=0
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

PQM no caso geral continuo nao linear

Analogamente no caso continuo onde temos ajustar a fung¢do
continua f(x) num modelo n3o linear ¢(x) = ¢(x, a1,...,a,) que
depende dos n parametros o teremos de resolver o seguinte
sistema n3o linear de n equagdes

—(x,01,...,ap)dx =0

( b
/ (F(X) = d(x, s . un) -
2b
/ (F(x) = 6(x, s . un) -

—(x,01,...,ap)dx =0

Il
o

b
[0~ o o) 2 s
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

Linearizacao de algum problema dos quadrados minimos
nao lineares

Algum problema dos quadrados minimos n3o linear pode ser linearizado
permitindo de resolver ele também através a resolu¢do de um sistema
linear, que pode ser resolvido usando um método numérico que é
normalmente mais eficiente de resolver numericamente sistemas n3o
lineares.

Isso porque necessita menos memdéria e um menor custo computacional
respeito ao resolver numericamente sistemas nao lineares.

Por exemplo considere de ter m dados (xk, yx) de um problema descrito
por ¢(x) = a;e*** onde se desconhecem os pardmetros a; e as.

Se continudssemos a trabalhar com a ¢(x) deste tipo teremos um
problema nao linear, que pode ser resolvido através a resolucdo numérica
de um sistema nao linear de duas equa¢des obtido como na slide 16
anterior.
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

Mas observamos que
Q2 X

Yk ~ Lp(Xk) = 1€
portanto teremos também que aplicando o logaritimo In em base e
In(yk) = In(e(xk)) = In(aq) + aaxk

Se denotamos a; := In(ay) e a := a; teremos uma modelo linear que

descreve o problema
In(yk) = a1 + azxk

@ Agora com os m dados (xk, In(yx)) queremos achar os melhores a; e
a, tais que a soma das distancias ao quadrado de zx := In(yx)
respeito a; + axxx seja a menor possivel no sentido dos quadrados

m

minimos: min, , Z(zk — (a1 + ax))?
k=1
Note que este é um problema da reta dos minimos quadrados (ver aula
20) portanto aj,a, serdo obtidos resolvendo o sistema linear

mo Y Xk a )\ _ [ i
m m - m
doke1 Xk D g XE a2 > k1 XkZk
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

@ Uma vez achados os melhores a; e a» do item anterior os melhores
m

a1 € ap que minimizam a soma dos quadrados E (vk — p(xx))?
_ k=1

serdo necessariamente a; = e e ap = a;. Isso porque a fungdo

exponencial é continua e vale que

a) = In(al) — 01 = e”

e por definicdo a, = .
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

Exemplo nao linear

X | -10 -08 -05 -02 01 04 0.7 1.0
Yk \ 0.246 0406 0.860 1.82 3.852 8.155 17.264 36.547
Queremos achar os melhores a;; a» que minimizam a soma dos

quadrados das distancias Z(yk — p(xx))? onde p(x) = a1e** é a
k=1
funcdo n3o linear que descreve o fenémeno analisado.

0T

¥ olz) = e

40 (g, 09 =!
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

Para poder linearizar o problema, é suficiente aplicar o logaritmo e
obteremos In(¢(x)) = In(a1) + apx = a1 + axx. Por isso obtemos
uma fungdo linear agora ¢(x) = a1 + axx que descreve as
z := In(yx) porque
vk = p(xk) <= zik = In(yk) = In(p(xk)) = a1 + a2xk.
Computamos os zx = In(yx) usando os dados em cima

Xk ‘ -1.0 -0.8 -0.5 -0.2 0.1 0.4 0.7 1.0

-1.402 -0.901 -0.151 0.599 1.349 2.099 2.849 3.599

Zk

22/ 25
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

O sistema linear para resolver sera

(s B2 (2)-(F)
Dokl Xk D k=1 Xi a2 > k1 XkZk

ou seja com os dados do nosso problema

8 —03\[a )\ [ 8041
—0.3 3.59 a )~ \ 86463

Obtemos ent3o a; = 1.099 e a, = 2.5. Determinamos os
pardmetros oy, ap do problema original. Sendo a; = In(«q)
teremos a; = e = 1099 =3.001 e ay = ap = 2.5. Entdo a
melhor curva exponencial que passa perto dos pontos (X, yk)
dados é o(x) = 3.001e?5%.
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

Problemas nao linearizaveis

Tem de tomar um certo cuidado na linearizac3o, porque n3o todas
as gp(x) = ®(x,a1,...,az) sdo linearizaveis. Por exemplo:
©(x) = a1 + €%?* ndo é linearizdvel aplicando o logaritmo
Inp(x) = In(ag + %) # a+ bx.
©(x) = a1 + cos(azx) ndo é linearizdvel aplicando arccos
p(x) =
° <p(x) = a1 log;o(aax) ndo é linearizdvel aplicando a fungdo
exponencial 10%

= a1 sin(azx) ndo é linearizavel aplicando arcsin
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Problema dos quadrados minimos no caso nio linear

Problemas PQM linearizaveis

S30 poucos os casos de problemas dos quadrados minimos que podem ser
linearizados simplesmente

® ¢(x) = gtax pode ser linearizada usando a g(y) = ;. Assim

g(v(x) = g(aam) = o1 + azx.

@ ¢(x) = aja3 , aplicando g(y) = In(y), obtemos
In(p(x)) = In(a1) + xIn(ay) esta nova fungdo
&(x) = In(ay) + xIn(ap) € linear em a; = In(ay) e a2 = In(ay)
portanto @(x) é linear e podemos aplicar o problema dos minimos
quadrados nos pontos (X, zk) = (xk, 8(¥x)) = (x«, In(yx)) achar ay,
a, usando o método da reta dos quadrados minimos, e depois
podemos por a; = €%, ap = e?2.

@ ¢(x) =tan(ay + axx) é linearizavel usando g(y) = arctan(y)

@ ¢(x) = aje”** ¢ linearizavel usando g(y) = In(y)
P(x) = g(p(x)) = a1 + axx com a1 = In(a) e a2 = —a.
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