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Conteudo

@ Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

@ Sistemas lineares sobredeterminados
@ Equacdo normal
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Problemas dos quadrados minimos

Analisaremos nesta aula os problemas de quadrados minimos
(PQM) no caso geral discreto linear. Resolveremos dois exercicios.
Verificaremos que para resolver sistemas lineares
sobredeterminados (com mais equag¢des que incégnitas m > n)
podemos usar estes métodos de quadrados minimos, que levard a
usar as equag¢des normais.
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Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

Problemas dos quadrados minimos no caso geral discreto
linear

Suponhamos de ter muitas observa¢des (xk, yx), k =1,...,m
(com m grande) do problema analisado, que sabemos que satisfaz
uma lei linear p(x) = a181(x) + apg2(x) + ... + angn(x) onde as
n fungdes base gj(x) sdo conhecidas e vale n < m.

Ent3o o problema de encontrar os " melhores” «; pardametros (ou
coeficientes) do problema analisado tais que

n
o(xx) = Zoggj(xk) ~ Yk
=1

é dito problema dos quadrados minimos no caso discreto linear e é
resolvido com um método chamado método dos quadrados
minimos discreto que generaliza o método da reta dos quadrados
minimos.
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Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

Método dos quadrados minimos no caso discreto linear

I[remos minimizar as distancias dx = yx — ¢(xx) onde
x) = Zajgj(x), que é equivalente a minimizar os quadrados

delas, e para obter isso para todas as distdncias uma vez sé
minimizamos a soma destas distancias ao quadrado

F(ai,... o de—ZYk—w(Xk))2,
=1

entdo vamos encontrar os n coef|C|entes @ tais que

F(a1,...,an) < F(ag,...,an)
onde
2
m m n
F(o,... =) = o(x))? =D [ v =D aigi(x)
k=1 k=1 j=1
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Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

Como escolher as fun¢des base gj(x)?

Dois casos sdo possiveis:

@ a fungdo p(x) que descreve o problema é conhecida e se
desconhecem os seus parametros «j. Este é o caso onde as
funcdes bases gj(x) sdo dadas ou ja se conhecem

@ Outro caso é quando se desconhecem também as funces
bases. Neste caso observando a distribuicao dos dados

(xk, yk) disponiveis com k =1,..., m poderemos achar as
fungGes bases gj(x)
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Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

Exemplos: observando a distribuicao dos dados, achamos
as fungBes bases gij(x)

gi(x) =x% g(x) =1
o(x) = a1x® + ap =
a181(x) + a2g2(x)

gi(x) =1,g(x) =x
o(x) = a1 + agx =
a181(x) + a282(x)
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Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

in(x), g3(x) = cos(x)

gi1(x) = 1, &(x) = x, g3(x) = x 1+ azsin(x) 4 a3 cos(x)

o(x) = a1 + aax + azx?

O 0

(x) =

S
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Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

Método dos quadrados minimos no caso geral discreto
linear

Temos de minimizar

n

Flai,...,ap) = Z(yk — go(xk))2 = Z Vi — ZanJ Xk))
k=1 J

m
k=1 j=1

Os {aj}jzly,“’,, que minimizam F serdo aqueles para que :

oF .
Do —(a1,...,an) =0 paracadai=1,...,n
1
Note que conseguimos chegar a um sistema de n equagdes
oF D, , : . ,
(a— = 0) nas n incognitas ;. Este é um sistema linear, como é
Q;

descrito na slide sucessiva.
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Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

Determinamos os coeficientes Q;

Paracadai=1,...,n

OF . -
aa-(al’ ce ) =2 Z(yk - Zajgj(xk)) -gi(xk) =0
! k=1 j=1

Multiplicando por % obtemos paracadai=1,...,n

ZZgI(Xk gi(x)a ZYkg: XK)

Jj=1 k=1
Este resulta ser a linha i/ do sistema linear
Aa=b

onde A= (aj)ij=1,.n, b=(b1,...,by)" e = (a1,...,p)" com

yeeey

m
alj = gitgj = ng(xk)gj(xk)a bi = }_/tg—l'a Ia./ = 17' -y n

onde usamos os vetores g; = (gi(x1),.-.,8i(xm)) € R™ e
_)_/ = (_yl,...’_ym)t S Rm
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Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

Com as muitas observacdes do problema (xk, yx) com k=1,...,m, com
m grande (m > n), encontramos as (melhores, no sentido dos quadrados
minimos) «; do modelo ¢(x) = Y7, a;gi(x) resolvendo o sistema linear
de dimensdo n (pequena) Aa = b.

O problema da reta dos quadrados minimos é um caso particular do
problema dos quadrados minimos no caso discreto linear: porque usando
n=2eg(x)=1, g(x) = x o problema resulta no escolher os melhores
a1 € ap que minimizam a soma dos quadrados das distancias

F(a1,a2) = S0, (vk — (a1 + a2x))? o sistema resultante Aa = b tem

m
m E Xk
k=1

¥
Djs

_t= t=
A— ( 8181 8182 > _ k=1 k=1 —
- 5tz St m m - m m
8281 262 1 2 2
* Xk X Xk X
k=1 k=1 k=1 k=1
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Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

Exemplo

Determinamos a melhor o para que ¢(x) = ax? passe perto dos
seguintes m pontos (xk, yk)
xx | -1.0 -075 -06 -05 -03 0 02 04 05 07 1
Yk | 205 1153 045 04 05 0 02 06 0512 1.2 205

' y !

|
"
'
l
]
'
'
\
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Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

Observamos que temos m = 11 pontos (xk, yx), € somente uma
incégnita ai; = av. Portanto se n =1 e o sistema do método dos
quadrados minimos Aa = b é de dimens3o 1, é uma equacdo linear,
sendo que ¢(x) = ax? entdo g1(x) = x? assim podemos rescrever
©(x) como ¢(x) = a1g1(x?), e do método dos quadrados minimos
obtemos que « tem de satisfazer a equagdo gfgia = gfy ou seja

11 m
> a(x)’a = &(x)yk-
k=1 k=1

11 11
Sendo gi1(xx) = x7 temos que Zgl(xk)2 = Zxﬁ = 2.8464
11 11
Zgl(xk)yk = ZX/%)/I( = 5.8765 e portanto
k=1 k=1
5.8765
a= 28460 2.0642.
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Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

Segundo Exemplo

Suponhamos agora de querer melhorar a fungdo modelo ¢(x) que
descreve o problema observado e descrito dos pontos (xx, y«). Por
exemplo podemos achar um modelo com mais um pardametro

©(x) = a1 + axx?. Notamos neste caso que p(x) = a1g1(x) + azg2(x),
com gi(x) =1 e g(x) = x2. Assim temos n = 2 (ndmero das
incégnitas) e m = 11 (nimeros dos dados). Aplicando o PQM no caso
discreto temos de resolver um sistema linear de dimensao 2

(2 8)(2)-(8)
581 &2 o gy

ondegi=| : | =(1,...,1) e RY,

1
2 = (g(x1),. .. ,gz(xll))t = (x12, o ,X121) e R,
y =01,y €RL
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Problemas dos quadrados minimos no caso discreto linear

11 x,f
<§fél §f§2>_ ; _ [ 11 42025
2181 88 11 1 4.2025 2.8464
o DX
k=1 k=1
11
Yk
gty \ _ ; ~(9.1150
By ) | &, ~ \ 5.8756
Zxk}/k
k=1

Ent3o o sistema para resolver é
11 4.2025 op \ _ ( 9.1150
4.2025 2.8464 ap /  \ 5.8756

que da como solucao
oy \ _ ( 0.0915
ap 1.9287

A melhor pardbola do tipo ¢(x) = a + bx? é p(x) = 0.0915 + 1.9287x2.
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. . . Equag&o normal
Sistemas lineares sobredeterminados 1

Resolucao de sistemas lineares sobredeterminados

Suponhamos de ter um problema onde queremos achar n incégnitas

Xy, .. .,X, que satisfazem o sistema linear de m > n equagdes Ax = b.
Sabemos, ver aula 7 (Sistemas Lineares) slide 17, que este sistema
admite uma solugdo dnica se posto(A) = posto(A|b) = n e este acontece
muito raramente! Porque tem de ter no maximo n equagdes linearmente

independentes.
2X1 + 4X2 =1

Por exemplo X1 - tem 3 equacdes linearmente
2x1 + xo = 2
x1 + 3x = 4

independentes: posto(A|b) =3 > n =2, posto(A) = 2 entdo ndo
admite solucdo. Mas serd que podemos achar a melhor aproximagao de
X1, Xp que satisfaz o sistema? A resposta é sim, porque achar as melhores
X1, X» pode ser visto como um problema dos quadrados minimos no caso
discreto linear.
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Equag&o normal

Sistemas lineares sobredeterminados

Agora as incégnitas sdo xi, x> , entdo n = 2 e o numero de informag¢des
que conhecemos sdo m = 4. Queremos minimizar a soma dos quadrados
das distancias

F(X]_,Xz) = (1 — (2X1 + 4X2))2 + (—1 — (X]_ + X2))2 + (2 — (2X1 + X2))2—|—
(4 — (x1 +3x2))%) = ||b — Ax||?. Onde || - || é a norma euclideana, entdo

Izl = ;-
k=1

No caso geral de um sistema Ax = b de mais equacgdes que incdgnitas
que ndo admite tlnica solu¢do podemos achar a melhor solugcdo possivel
minimizando
F = ||b— Ax|?
(X1y ooy xn) =l x||°.

Note que no caso que o sistema admita dnica solu¢do x (que acontece
quando posto(A|b) = posto(A) = n) entdo a mesma pode ser achada
resolvendo o sistema quadrado com as n equagdes linearmente
independentes ou resolvendo o problema dos quadrados minimos que
admitird o minimo valor 0. Isso porque F(x) =0 <= Ax = b.
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. X . Equagdo normal
Sistemas lineares sobredeterminados quac

Minimizar F(xq,...,x,) = ||b — Ax||? equivale a resolver a equagdo normal

AtAx = Atb

Observamos que minimizar
F(xt,-. %) = b= Ax]? = Z b —Zak,x,
k=1

equwalente a minimizar a soma das distancias ao quadrado
m

Z(bk - ijgj zx)) 2 onde gi(zx) = ayj paracada k=1,...,me
=1

_] =1,..., n.

O resultante sistema linear é
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. X . Equagdo normal
Sistemas lineares sobredeterminados quac

m m m m
Z&(Zk)z S eo(z)er(z) - D anlz)en(z) >~ e1(z)be
k=1 =1 =1 =1

>~ ea(z)en(z) Zgz(zk) > en(z)ea(zk) x2 >~ ea(z)bi
k=1 =1 i ) _| =
: : . n
m
Zgn z0e(z) Y en(z)e(z) - Zgn z)? Zgn EAL

k=1
Note que, sendo gj(zx) = axj, onde akj 550 0s coeficientes da matriz

A € R™*" do problema sobredeterminado original Ax = b, temos que o
sistema para resolver pode ser também escrito como

AtAx = A'b

que é muito mais simples para lembrar. Este iltimo sistema chama-se
equacdo normal, que ent3o permite de encontrar a x que minimiza a
soma ao quadrado das distancias F(x) = ||b — Ax||?> que pode ser usado
para achar uma boa x para que Ax =~ b.

Note que o sistema A!Ax = A'b é um sistema linear simétrico de
dimensao n.
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. X . Equagdo normal
Sistemas lineares sobredeterminados quac

Resolucdao de Ax = b sobredeterminado com m > n
através a equacao normal

2X1 + 4X2 =1

X1 — X2 = — .. ~ . ~

2 txy = 2 Sabemos ja que n3o existe a solucdo deste
x1 + 3x = 4

sistema (porque posto(A|b) = 3 > posto(A) = 2). Usando o método dos
quadrados minimos discretos ou analogamente a equa¢ao normal
podemos achar a melhor x que minimiza a distancia F(x) = ||b — Ax|?
ousseja temos de resolver A'Ax = A*b com

2 4 1
1 -1 -1
A= 5 1 e b= 5
1 3 4
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. X . Equagdo normal
Sistemas lineares sobredeterminados quac
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