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Introdugdo aos Problemas dos quadrados minimos

Problemas dos quadrados minimos

Os problemas dos quadrados minimos (PQM) s3o referidos a
problemas onde as informacdes disponiveis s3o em nimero maior
respeito as incégnitas do problema.

Estes incégnitas como sabemos sdo normalmente algum parametro
incégnito necessario para descrever através o modelo o problema
analisado.

Estudaremos dois diferentes PQM : discretos(aulas 20-21) e
continuos (aula 22). Estas duas classes de problemas podem ser
subdividas em duas subclasses: problemas lineares e n3o lineares
(ver aula 22).

Vamos resolver no fim desta aula um caso discreto particular
chamado problema da reta dos quadrados minimos.
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. . . Reta dos quadrados minimos
Problemas dos quadrados minimos discretos e lineares 1

Problemas dos quadrados minimos discretos lineares

Os problemas discretos lineares consistem no encontrar os parametros «;
da fungdo ¢(x) que descreve o problema e definida com uma combinago
linear de n fungdes bases gi(x):

@(x) = ang1(x) + azga(x) + ... + angn(X)

As fun¢des gi(x) sdo conhecidas e dependem do problema analisado.
Estes pardmetros sdo encontrados utilizando muitas informag&es
(observagdes) discretas y; num nimero m de pontos x; (espaciais,
temporais, etc.) x;.

Falaremos do problema dos quadrados minimos (PQM) quando o
problema discreto linear tem um niimero m de observagdes (x;i, ¥i)i=1,...,m
maior do nimero n dos pardmetros incégnitos («;)i=1,....n, OU Seja quando

m>n
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Caso m = n é equivalente a resolver um sistema linear

Note que se for m = n com gj(x) fun¢des lineares (em x) o problema sera
equivalente a resolver um sistema linear onde a i—sima equag3o linear é

n
> g(xi)ay =y
=1

e onde as incégnitas sdo as «; e a matriz A € R"*" de n linhas e colunas
dos coeficientes é

A = (aj) = (g(xi)ij=1,....n:
o vetor b de termos independentes com coeficientes b; = y;, com
i=1,...,n Entdo é como se temos de resolver o sistema linear de

dimensdo m=n
Aa=0>b

onde o vetor das incdgnitas é o = (aq,...,a,)" € R
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. . . Reta dos quadrados minimos
Problemas dos quadrados minimos discretos e lineares 1

Exemplos

Existem muitos fendmenos, eventos, onde é necessarios resolver um
problema dos quadrados minimos linear discreto.

Cada vez que temos fendmenos descritos de modelos lineares e temos
muitas informag¢des ou observa¢des do fendmeno teremos de resolver um
PQM linear discreto.

Por exemplo considere um circuito elétrico onde a (diferenca de)
voltagem V medida em Volts é dada da seguinte soma de produtos de
varias resisténcia R; medida em Ohm para fungdes que dependem da
correntes elétricas | medida em Ampere: V = Ryl +2Rssin(/ +1) — Rs
Se queremos achar as resisténcia Ry, R», R3 do circuito usando os vérios
valores medidos (/;, V;), com i=1,...,m, e m > 3, por exemplo

m = 100, de voltagens associadas a diferentes intensidades de correntes,
(ou vice-versa de correntes associadas a diferentes voltagens) estaremos
tratando um problema dos quadrados minimos linear e discreto de n =3
incégnitas e com m um numero grande de dados observados ou medidos.
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Sabe se que o cumprimento de uma planta que no dia ty da plantacao
tem um cumprimento Ly e que se fornece calor e dgua suficiente tem um
crescimento quadrdtico no tempo de taxa constante r > 0, ou seja o
cumprimento L(t) no tempo t > t; satisfaz

L(t)=Lo+r-t?

apés t dias da plantacdo; Quer-se encontrar a taxa r de uma planta que
foi plantada no dia 1 de Margo (tp = 61 dias do inicio do ano) sabendo

que o seu cumprimento inicial foi Ly = 10cm e nos dias seguintes do ano
t(dias) | L(cm)

70 25
teve as seguintes medidas 80 55
90 95
100 130

Qual’e’ a taxa r? o problema tem como incégnita somente o = r, entdo
n

n=1; A fungdo ¢(t) = Za,-g,-(t) que descreve o problema é
i=1

o(t) = g1(t) + aga(t) = 10 + at? entdo temos o numero de incdgnitas é
n=1, e o nimero de observa¢des (x;, y;) = (t;, L;) sdo m = 4. Sendo

m > n, podemos encontrar r resolvendo um problema dos quadrados
minimos.
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Reta dos quadrados minimos

Problemas dos quadrados minimos discretos e lineares

Se Ly n3o foi conhecido o problema tem duas incégnitas (n =2) Lo e a e

com gi(t) = 1 e g(t) = t2. Se conhessemos Ly em vez o problema
reduz-se no achar a lnica incégnita .

Vamos tratar a seguir um caso particular dos problemas dos quadrados
minimos chamado reta dos quadrados minimos.
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Reta dos quadrados minimos

Problemas dos quadrados minimos discretos e lineares

Reta dos quadrados minimos, Regressao linear

Queremos determinar a melhor reta y = ax + b que passa perto dos m
pontos (x;,y;) com i=1 ... m.
Y

Este problema equivale a determinar os melhores parametros a, b da reta
que passa perto dos dadps pontos
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Reta dos quadrados minimos, Regressao linear

H3& varias estratégias para fazer isso, uma destas é de achar a reta dos
minimos quadrados que serd aquela para que a soma das distancias ao
quadrado dos pontos da reta procurada seja a menor possivel. Esta reta
serd portanto chamada reta dos quadrados minimos. Claramente, se
os pontos fossem distribuidos jd sobre uma reta ent3o esta serd a reta
dos quadrados minimos.

A reta procurada tem equagdo y = a + bx, o nosso problema consiste
ent3o no achar a e b (n = 2) usando os m pontos (x;, y;)-

Queremos minimizar as somas das distancia y; — (a + bx;) ao quadrado
[vi — (a+ bx;)]? , portanto vamos encontrar 3, b tais que posto

Fla.) = > 1y = (a+ b)f

F(3, b) toma o menor valor de F ao variar dos a, b:
F(3,b) = min F(a, b)
a,b
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Achar a reta dos quadrados minimos

Sendo que a dupla (3, b) tem de minimizar F ent3o é um ponto critico

oF . - oF
de F e portanto tem de satisfazer a—(é, b) =0, %(5, b) =0,
a
temos portanto duas equacdes e duas incognitas. Desenvolvendo as

derivadas
OF _ - m 7 (NN
5 (5.B) = 2;@, —(3+Dbx)) 1=0 < ma+ (;x,-)b = ;y,-
oF _ zzm:(y,- —(3+bx)) x =0 <= zm:x,-éwL (Zm:x2)l3: zm:yixi
ab i=1 i=1 i=1 ’ i=1

Ou seja 3, b sdo solugdo do sistema linear (sistema linear da reta dos
quadrados minimos)

m

E Yi

i=1

m
m Z X
m ’;l ( Z ) = m
Z Xi Z X;2 Z Xiyi
i=1 i=1 i=1
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Usamos uma notagdo vetorial, para ver os coeficientes do sistema
numa maneira mais compacta. Definimos os vetores em R™:

_ t oy t . t ants
e=(1,...,1)" x=(x1,.. ., xm)", y = (1,-.-,¥m)" entdo
teremos o sistema

m e'x a\ [ ey
efx x'x b )\ xly

Resolvemos ele usando o método de Cramer. O determinante |A|
da matriz A é |A| = mxix — (efx)? e os coeficiente serdo entdo

ely elx

m ely
yix  xtx etx ytx
a=——- =

Al Al

ou seja, sendo ||x|| =

m
E x? = v/xtx temos
i=1

P (), myix = (eX)(e)
A ’ A
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Exemplo

Encontrar a reta (dos quadrados minimos) que passa mais préxima aos
m = 4 dados conhecidos (x;, y;) da tabela

Yy
’
s
9F 7
’
’
8t )/
’
’
X Yy iy /:
’
135 ol .
’
’
2|45 ST /
7
4t /!
3|68
3 b ’
’
’
41092 |
1 =
L L ! L ! !
-1 0 1 2 3 4 5 x
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A reta terd equagdo y = a + bx com
_ eyl = (eX)(x) , _ my'x — (e'X)(ey)

Observamos que

m|x[|? — (efX)2 — ml|x[2 = (etx)?

s e N~ _mm12m+1) 459
Ix|I? = x*x = Zx Z 5 g —
yix = Z’ ly,x, =35 -‘r 9 +20.4 + 38.8 = 69.7

4

etx = Zx, =10, ey = Zy,- = 24 e o determinante da matriz é

i=1
entdo |A\ = m||x||? — (e'x)? = 4 - 30 — 10> = 120 — 100 = 20. Entdo

temos
24 30-10-69.7 23

20 T 20
é a intersecdo da reta dos quadrados minimos com o eixo das y.

=1.15

4-69.7—-10-24 278.8—-240 38.8
b= 20 = 20 =0 =194~2

¢ a inclinacdo da reta
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A reta dos quadrados minimos tem equacdo y = 1.15 4 1.94x
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