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Problema de valor inicial associado a Equac¢des diferenciais ordinari.

Introducao e Exemplo

Os problemas de valor inicial (PVI) com condi¢des iniciais ndo
somente na func¢3o solugdo y(x) que y(xp) = yo mas também nas

suas derivadas y'(x0) = y§, y"(x0) = ¥, .- .y (x0) = Yék)'

resolvem equacoes diferenciais de alta ordem.

Se por exemplo conhece a velocidade inicial do carro vy além da
sua posicdo inicial xpg, somente se sabe como varia a sua aceleracdo
x"(t) (que mede a variacdo da velocidade) pode saber onde o
carro estd posicionado no instante t, x(t) =?... A posi¢do x(t) do
carro no instante t satisfaz

xX"(t) = a(t, x(t),x'(t))
X/(to) =\
X(to) = X0
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Problema de valor inicial associado a Equac¢des diferenciais ordinari.

PVI associado a equacdes diferenciais ordinarias de ordem
superior

Problema de valor inicial associado a uma equac3o diferencial de ordem m:

() = flx,y,y/s .y D)
necessita, para ter solugcdo Unica, de m condi¢Ges iniciais no mesmo ponto:

y(x0) = 0. ¥'(x0) = %6, ¥"(x0) = 1§, -, Y™ (x0) = 3", ondle os
valores yo, 4, ..., yi™ ) € R sdo dados.

Este problema pode ser escrito assim

ymM(x) = f(x.y.y',...,y(mY)
y(x) =

/

y'(x0) = Y6

ym D (x) = y{™ Y
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Problema de valor inicial associado a Equac¢des diferenciais ordinari.

Transformacao num sistema de equacdes diferenciais de
primeira ordem

Podemos sempre transformar a equacio diferencial de ordem superior

ym = f(x,y,y",y", ...,y 1) num sistema de m equacdes
diferenciais de primeira ordem. Isso porque, se usarmos as m fungdes
auxiliares z(x) = y(=Y(x) , onde i = 1,..., m obtemos que
yim = fx,y,y",y" ..,y )Y = y(M = f(x,z1,2,...,2m) Note
quez, =y =z, 2=y " =z,...,2. =y =f(x,21,23,...,2m) €
assim obtemos o seguinte sistema de m equacdes diferenciais nas m
incégnitas z; com i =1,...,m.

z1 =2

zh =z

zZ 1 =2Znm

zl =f(x,21,22, -y Zm—1,Zm)

Este sistema é fornecido das m condicéfairll;ciais

— I —
z1(x0) = Y0, 22(X0) = Y5, - - -, Zm(X0) = ¥p
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Problema de valor inicial associado a Equac¢des diferenciais ordinari.

Equivaléncia da PVI associada a uma equacao diferencial

de ordem m com uma equacao diferencial vetorial de
primeira ordem

Indicado com Y = Y(x) a fun¢o vetor que tem como componentes as
fun¢des auxiliares z;(x) do problema, ou seja que é defina como

z1(x)
Y(x) = 22(x) teremos a seguinte equivaléncia dos sistema
Zm(X)
diferenciais
71 =2
zh=1z3

— Y'(x)=F(x,Y)

/ —
Zm—1 = Zm

Z/{n:f(XaZIaZ2a"-aZm—l7Zm)
onde F(x,Y):=(2z zn ... f(x,z21,22,...,2m) )t
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Problema de valor inicial associado a Equac¢des diferenciais ordinari.

Sendo .
Y(x0) = (2100) 2(0) - zm(0) ) =(y y5 ... ¥§"V)
a PVl inicial associada a uma equacao diferencial de ordem m
Y(x) = f(x,y,y' . ym)
y(x0) = yo
Y'(x0) = ¥
y(m—l)(Xo) _ y(gm—l)
pode ser ent3o rescrita como um PVI vetorial de ordem 1

{ Y'(x)=F(x,Y)
Y(x0) = Yo

onde recapitulando temos

Y = ( i 2 ... Zm )t:(yy/ L ymD)
Yo=(y ¥ .. ¥" V)
F(x,Y):= ( 7 zz ... f(x,21,22,...,2m) )t

onde as funcdes auxiliares incégnitas sdo z; = yU—1), i =1,..., m.

MS211 — Célculo Numérico Aula 18 - PVI de ordem superior e Introdu¢do dos PVC 7/33



Problema de valor inicial associado a Equac¢des diferenciais ordinari.

Exemplo de transformacao num sistema de EDO de

primeira ordem

Resolvemos o problema de valor inicial com equacdo de terceira ordem

Y (x) =
y(2) =1
y'(2) =-3
y"(2) =5

Precisamos de trés funcdes auxiliares,

7=y, nn:=y =2z, z3:=y"” = z}, notamos que entdo
z, = y" =sin(y?) + 3y’y"” + 4xy’ = sin(z?) + 32223 + 4xz». Portanto as
trés funcdes z(x), z2(x), z3(x) satisfazem o seguinte sistema de trés

equacdes diferenciais de primeira ordem

sin(y?) +3y'y” + 4xy'

71 =2

zé =2z

7} = sin(z2) + 32223 + 4xz

8/ 33
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Problema de valor inicial associado a Equac¢des diferenciais ordinari.

Este sistema serd fornecido das condicdes iniciais

21(2) =1
22(2) =-3
23(2) =5

Note que o ponto inicial deste problema é xo = 2. Aqui tem de ser
definidas todas as derivadas iniciais. O problema PVI equivalente obtido
é entdo

=2

z =1z

7} = sin(z2) + 3223 + 4x2

21(2) = 17 22(2) = —3, 23(2) =5
Y'(x) = F(x,Y)
Y(2) = Yo onde
Y(x) = (21,22, 23), com zi(x) = yl=D(x), Yo = (1,-3,5)", e
F(x,Y) = (22, z3,sin(z%) + 32223 + 4x22)t.

que pode ser rescrito como {
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Problema de valor inicial associado a Equac¢des diferenciais ordinari.

Solugdo vetorial Y(x)

Y'(x) = F(x,Y)

obteremos
Y(x0) = Yo

Note que se resolvemos o sistema {

o vetor solucdo
Y (x) = (z1(x), 22(x), z3(x), - - . , Zm(x))*

= (y(x), Y/ (x),y"(x), ... y{m D (x))*

ou seja ndo s6 obteremos a solu¢do do problema inicial y = y(x)
mas também todas as suas derivadas até ordem m — 1 para cada x.
Sendo que y(™(x) = f(x,y,y’,...,y™ 1) obteremos facilmente
também a derivada de ordem m da solugdo y.
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Métodos numéricos para resolver PVI de ordem m > 1

Métodos numéricos aplicados a PVI de ordem m

ym(x )— Foy, Y., ymD)
y(x0) =
Dada a PVl de ordem m { y'(x0) = Podemos

y(m D(x) = y5" "
encontrar uma aproximagdo da solugdo y(x ) num qualquer x > xg
aproximando a solugdo vetorial Y(x) do equivalente problema vetorial
PVI de primeira ordem (sistema de equa¢des diferenciais ordindrias de
Y'(x)=F(x,Y)
Y(Xo) = YO
Utilizamos uma extensdo dos método niimericos vistos para resolver a

PVI escalar { f(&);% Z ;(()Xa)’)

primeira ordem) {
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Métodos numéricos para resolver PVI de ordem m > 1

Métodos de Euler e Crank Nicolson para PVI de ordem m

Estes métodos sao aplicados ao PVI vetorial de ordem 1
equivalente visto anteriormente.

Métodos de Euler Explicito

Ynr1 = Yn+ hF(xn, Yn)

Método de Euler aperfeicoado
Yn+1 = Yn + g(F(Xna Yn) + F(Xn+1, Yn + hF(Xm Yn)))

Métodos de Euler Implicito
Yn+1 =Y,+ hF(Xn-l—la Yn+1)

Métodos de Crank-Nicolson
Y1 = Yn+ g(F(Xm Yn) + F(Xn+17 Yn+1))'

Note que este dois tltimos métodos implicitos necessitam em cada
iteracdo de resolver um sistema ndo linear. Portanto em cada
passo pode necessitar de implementar o método de Newton para

sistemas nao lineares visto na aula 14.
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Métodos numéricos para resolver PVI de ordem m > 1

Euler explicito aplicado a uma PVI

¥ (x) = sin(y?) + 3y'y" + 4xy’

)/(2):1 o N )
V(2) = -3 Usandoz=y' ew=y" =z
y"(2) =5
Y/X):F(va) _ t (S A\
obtemos{ Y(2) = Yo com Y = (y,z,w)", Y =(y,Z,w') e
z
entdo F(x,Y)=| w

sin(y?) + 3zw + 4xz

O passo genérico é

Yn Zp
You1 = Yo+ hF(x,, Yo)=| z» | +h Wy
Wp, sin(y2) + 3z,w, + 4x,2,

MS211 — Célculo Numérico Aula 18 - PVI de ordem superior e Introdugdo dos PVC 13 /33



Métodos numéricos para resolver PVI de ordem m > 1

Se quiséssemos fazer somente um passo de tamanho h com o método de
Euler explicito para aproximar y(2 + h) obtemos usando
Yo = (Y0, 20, wo) = (1, —3,5)" que

n
Yl = V4 = Yo + hF(2, Yo) =
w1
Yo 20
2 + h wWo =
Wo sin(y@) + 3zowo + 4x020
1 -3 1 -3
= -3 |+h 5 =| -3 |+h 5
5 sin(1) — 45 — 24 5 sin(1) — 69

Entdo y(2+ h) ~y; =1 —3h.
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Métodos numéricos para resolver PVI de ordem m > 1

Euler implicito aplicado a PVI anterior

Se consideramos a mesma PVI da slide anterior temos que o passo
genérico de Euler implicito é Y, 11 = Y, + hF(xpt1, Yot1) =

Yn Zn41
Zn + h Wni1
L2
Wy, sin(yiy1) + 3Zn1Wat1 + 4Xpp12n41

Ou seja temos o seguinte sistema n3o linear em v, 11, Z;11, Wyq1 para
resolver em cada passo n

Yn+1 Yn Zn+1
Zn+1 = Zn +h Wh+1
L2
Wpi1 Wiy sin(yyy1) + 3Znt1Wat1 + 4Xny 12041
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Métodos numéricos para resolver PVI de ordem m > 1

Crank Nicolson aplicado a PVI anterior

Usando os resultados de Euler explicito e implicito é facil, usando a

média 1(F(xn, Yn) + F(Xnt1, Ya+1))), ver que uma iteracio genérica de
Crank Nicolson para resolver a PVI é

Yn+1 Yn

Znt1 = Zp +

Wp4t1 Wpn
h Zn + Znt1
2 Wp + Wpt1

SIn(y,?) + sin(y,%ﬂ) + 3(Zan + Zpta Wn+1) + 4(ann + Xn+1Zn+1)
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Métodos numéricos para resolver PVI de ordem m > 1

Euler aperfeicoado aplicado a PVI anterior

h
Yot1= Yo+ E(F(X"’ Yn) + F(Xnt+1, Yo + hF(xa, Yn))) onde

z,
F(xn, Yn) = W,
sin(y2) + 3z,w, + 4x,2,
e
Yn + hz,
F(Xnt1, YothF(xn, Y3)) = F | Xni1, z, + hw, =
W, + h(sin(y2) + 3z,w, + 4x,2,)

zy + hw,

w, + h(sin(y2) + 3z,w, + 4x,2,)
sin((yn + hz,,)z) + 3(zp + hw,) (W, + h(sin(y,?) + 3z,w, + 4xn2p)) + 4xnt1(zn + hw,

MS211 — Célculo Numérico Aula 18 - PVI de ordem superior e Introdugdo dos PVC 17 / 33



Formulas de Diferencas Finitas para aproximar as derivadas
Problemas de Valor de Contorno

Introducao ao Problemas de valor de contorno

Os problemas de valor de contorno (PVC) s3o referidos a problemas
estaciondrios onde a varidvel independente x atua no espaco e a varidvel
dependente indicada com u refere a uma quantidade que varia no espaco.
Portanto n3o se falard mais de tempo mas somente de varia¢Ges no
espaco. Nos problemas num dominio fisico espacial precisamos definir
condi¢des no contorno (ou fronteira) do dominio .

Vamos analisar os problemas de contorno associados a equagdes
diferenciais de segunda ordem num dominio espacial unidimensional.
Estes problemas necessitam portanto de duas condicdes no contorno. O
contorno serd a fronteira do nosso dominio que serd um intervalo [a, b].

u’(t) = f(x, u(t), u'(t))
u(a) = u,
u(b) = up

Este problema PVC diz-se de ter condi¢des de Dirichlet na fronteira.
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Formulas de Diferencas Finitas para aproximar as derivadas

Problemas de Valor de Contorno

Outros problemas de valor de contorno sdo associados a duas condi¢cGes
sempre nos extremos a e b mas com o valor da derivada conhecida num
dos dois extremos por exemplo

u"(t) = f(x, u(t), u'(t))
u(a) = u,
u'(b) = uj,

A condicdo u'(b) = uj, é dita de "Neumann”. Outra possibilidade é ter
condi¢bes de " Robin" num ou nos dois extremos

u"(t) = f(x, u(t), u'(t))
au(a)+cu'(a)=c
dru(b) + dhu/(b) = d

N3o s3o aceites em vez duas condi¢bes de Neumann nos dois extremos

do intervalo
u’(t) = f(x, u(t), u'(t))
v(@)=c
u'(b)=d
Pois neste caso n3o existird uma tnica solu¢do do problema.
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Formulas de Diferencas Finitas para aproximar as derivadas
Problemas de Valor de Contorno

Exemplo da Fisica, equacao do calor

Imagine de ter uma barra de um metal que é aquecida nos dois extremos
a e b com temperatura constante u, e u,. A temperatura da barra no
seu cumprimento satisfaz o seguinte problema de contorno

—u"(x)=0
u(a) = u,
u(b) = up

Se a barra fosse ligada a um gerador de calor que distribui o calor ao
longo do seu cumprimento seguindo a lei h(x) é o calor fornecido a barra
no ponto x entdo para saber a temperatura da barra temos de resolver

—u"(x) = h(x)
u(a) = u,
u(b) = up
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Formulas de Diferencas Finitas para aproximar as derivadas

Problemas de Valor de Contorno

Se for deixado um fluxo de calor constante uj em saida do extremo b
entdo u;? > 0 e forcada a temperatura constante noutro extremo a, entdo
a temperatura na barra satisfaz o problema

—u"(x) = h(x)
u(a) = u,
u'(b) = uy
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Formulas de Diferengas Finitas para aproximar as derivadas
Problemas de Valor de Contorno

Formulas de Diferencas Finitas

E possivel aproximar a derivada v/(x) de uma u(x), uma vez que se
conhecem os valores da fungdo no seu redor usando as seguintes formulas
de diferencas finitas

u(x + h) — u(x)

Diu(x) = b (Diferenca finita avancada)
—u(x—h
D_u(x) = u() Z(X ) (Diferenca finita atrasada)
h) — —h
Dou(x) = ulx + )2hU(X ) (Diferenca finita centrada)

Conhecemos os erros de truncamento destas formulas no aproximar u’(x)

h
Diu(x) —u'(x) = §UH(X) + O(h?)
D, é portanto uma formula de primeira ordem

h
D_u(x)—u'(x) = —Eu”(x)—&-O(hz) (D_ é uma formula de primeira ordem)

h2
Dou(x)—u'(x) = —u" (x)+O(h*) (Do é uma formula de segunda ordem)
)
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Formulas de Diferengas Finitas para aproximar as derivadas
Problemas de Valor de Contorno

Formula de diferencas finitas D, u(x) e erro

Seja h > 0,podemos aproximar a derivada v/(x) usando a formula

u(x + h) — u(x)

Dyu(x) = -

Temos que D, u(x) aproxima u'(x) com o erro

u(x + h) — u(x)
h

Diu(x) — u'(x) = —u'(x) = O(h).

Uma expressdo mais detalhada do erro de truncamento é

u(x + h) — u(x)

_d) = D+ o).

Dyu(x) — U (x) = 5

D u(x) é chamada formula de diferencas finitas avancada de
u no ponto x.

MS211 — Célculo Numérico Aula 18 - PVI de ordem superior e Introdugdo dos PVC 23 /33



Formulas de Diferengas Finitas para aproximar as derivadas

Problemas de Valor de Contorno

Interpretacdo Geométrica de D u(x)

o (ru)
—  Tangentedeuemz
o (z+hulz+h)
——  Retapor (z,u()) e (z + h,u(x + h))

0 z  x+h X
e U/(x) é a inclinagdo (ou coeficiente angular) da tangente (em
vermelho) de u no ponto x

@ D, u(x) é ainclinagdo da reta (em azul) passante por
(x,u(x)) e (x + h,u(x + h))
Lembre que’a reta que passa por dois pontos

como inclinagio m = £&=Ya
Xp— Xa

(Xa, ¥a), (Xb, yb) tem
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Formulas de Diferengas Finitas para aproximar as derivadas

Problemas de Valor de Contorno

Interpretacdo Geométrica de D u(x)

o (ru)
—  Tangentedeuemz
o (z+hulz+h)
——  Retapor (z,u()) e (z + h,u(x + h))

0 z  x+h

o Dy u(x) = u(x + h) — u(x)

aproxima u’(x), graficamente a
inclinacao da reta aproxima a inclinacdo da tangente,

@ A reta azul aproximara sempre mais a tangente quanto mais x + h é
perto de x ou seja quanto mais h é préximo a zero

. T U(XJFh)*U(X)i ’
@ Vale que llulno Dyu(x) = Ilgno - =u (x)
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Formulas de Diferengas Finitas para aproximar as derivadas
Problemas de Valor de Contorno

Formula de diferencas finitas D_u(x)

Seja h > 0,a formula
u(x) — u(x — h)
h

chamada formula de diferencas finitas atrasada de v no ponto x,
como aproximante de u’(x). Temos que D_u(x) aproxima u’(x) com o

D_u(x) :=

erro
D_u(x) — u'(x) = M — U/ (x) = O(h).
Uma expressao mais detalhada do erro é
u(x) — u(x — h)

D_u(x) —u'(x) = —u'(x)= fgu”(x) + O(h?).

h

@ D_u(x), Dyu(x) tem erros similares. E indiferente usar entre uma
delas.

@ O erro destes formulas diz-se que é de ordem 1, porque é um
infinitésimo por h — 0 do tipo O(h).
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Formulas de Diferengas Finitas para aproximar as derivadas
Problemas de Valor de Contorno

Interpretacdo Geométrica de D_u(x)

o (r.u(x)
——  Tangentedeuemaz
® (v—hu(z—h)
Reta por (z, u(z)) e (x — h, u(x — h))

x x+h X

@ u'(x) é ainclinagdo da tangente (em vermelho) de u no ponto x

@ D_u(x) é ainclinagdo da reta passante por (x — h, u(x — h)) e

(x, u(x)) esta reta aproximara a tangente tanto mais quando h é
proximo de zero, temos

. . u(x) = u(x — h) ’
e
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Formulas de Diferengas Finitas para aproximar as derivadas
Problemas de Valor de Contorno

Formulas melhores: formulas de diferencas finitas centradas

E possivel aperfeicoar as formulas de primeira ordem usando formulas de
segunda ordem. Uma familias de formulas de segunda ordem s3o aquelas
centradas que como as D, , D_ usam somente duas avaliagdes de v para
aproximar a derivada v/(x).

As formulas centradas consideradas aqui sdo do tipo

u(x + £h) — u(x — £h)
2¢h ’

h > 0 é sempre o espacamento entre os pontos
x—th<...<x—h<x<x+h<...<x+/lh

D.u(x) =

@ D.u(x) aproxima u'(x) e diz-se centrada porque o ponto x é
centrado (mantem a mesma distancia) respeito aos dois pontos:
x —fh,x 4+ £h. A seguir usaremos a formula com ¢ = 1.

@ D.u(x) é de segunda ordem: D.u(x) — u'(x) = O(h?)
@ D, e D_ ndo sdo centradas

@ D.u(x) é mais acurada de D, u(x) e D_u(x)
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Formulas de Diferengas Finitas para aproximar as derivadas
Problemas de Valor de Contorno

Formula centrada Dyu(x)

u(x+ h) — u(x — h)

2h
Esta formula de aproximagdo de u/(x) e o seu erro deriva da expansio
em serie de Taylor de u(x + h) e u(x — h) até a ordem 4:

Dou(x) =

2 3

u(x+ h) = u(x) + hu'(x) + ';I u"(x) + gl U (x) + Z ,

2 3

u(x — h) = u(x) — hu'(x) + h ”(x) /37,! u"(x) + Z'

Subtraindo as duas equacdes, d|V|d|ndo por 2h e levando u’(x) no
primeiro membro
h _ — h h2 11
Aot ) D) g = 0+ o) = o)
2h 6
Portanto Dyu(x) é uma formula de diferencas finitas de segunda

ordem.
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Formulas de Diferengas Finitas para aproximar as derivadas

Problemas de Valor de Contorno

Interpretacdo Geométrica de Dyu(x)

o (vu(r))
— Tangentedeuemuz
y ® (v—hyu(e—h))i(x+hulz+h)
Reta por (z — h,u(x — h)) e (x + h,u(x + h))

0 r a+h x

e U/(x) é a inclinagdo da tangente de u no ponto x
@ D.u(x) é a inclinagdo da reta passante por (x — h,u(x — h)) e
(x + h, u(x + h)) esta reta aproximard a tangente tanto mais
quando h é préximo de zero, temos ilimo Dou(x) = u'(x).
_>
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Formulas de Diferengas Finitas para aproximar as derivadas

Problemas de Valor de Contorno

Comparacao grafica das formulas de diferencas finitas

o (z,u(x)
——  Tangentedeuemux
y ® (z—hyu(x—h));(x+hu(z+h))
Reta por (z — h,u(x — h)) e (z + h,u(x + h)) de inclinacao Dyu(x)
Reta por (z,u(x)) e (x + h,u(x + h)) de inclinacao D u(x)
Reta por (x — h, u(z — h)) e (x,u(x)) de inclinacao D_u(x)

0 r—h x x+h X

@ Dyu(x) é a formula mais acurada, porque a inclinagdo Dyu(x) da
reta azul aproxima melhor a inclinagdo v/(x) da tangente (em
vermelho).

@ Outras retas(a tratos) associadas as formulas Dy e D_ tem
inclinagdes mais distantes daquela da tangente.
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Formulas de Diferengas Finitas para aproximar as derivadas
Problemas de Valor de Contorno

D,, Formula centrada de diferencas finitas para aproximar

u//(X)

Desenvolvendo em Serie de Taylor u(x + h) e u(x — h) até o termo O(h®):
u(x + h) = u(x) + hu'(x) + h;u () + -+ ZuB(x) + O(h°)
u(x —h) = u(x) — hu'(x) + Zu"(x) + ... + (—1)52—Tu(5)(x) + O(h®)

podemos obter uma formula de ordem 2 para par aproximar a derivada
segunda u”(x):

u(x + h) —2u(x) + u(x — h) PN - h?
5 —u"(x) = ;u () + O(h°) = v

u®
= ()

com & € (x — h,x + h).
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Formulas de Diferengas Finitas para aproximar as derivadas
Problemas de Valor de Contorno

Resolucao de um PVC com os métodos de diferencas
finitas de segunda ordem

Dado o problema

Suponhamos de querer aproximar a solucdo num nimero finito de pontos
x; € [a, b] que distam homogeneamente entre eles x; — x;_1 = h com
i=1,...,netais que xp = a e x, = b. Portanto queremos determinar
uma sequencia de valores {u;}i=1,. ,—1 tais que u; = u(x;).

A ideia analisada na proxima aula é de usar as formulas de diferengas
finitas para aproximar cada derivada do problema e obter assim um
sistema linear nos valores u;.
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