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Introducao

Apresentaremos métodos de alta ordem explicitos para resolver
problemas de valor inicial (PVI). Falaremos de métodos de alta
ordem para indicar métodos de ordem (de convergéncia do erro
global) superior a 1. Diferentemente do método implicito de
Crank-Nicolson, estes métodos tem alta ordem mas n3o precisam
de um processo iterativo do ponto fixo em cada passo.

Estes métodos dividem em duas familias: métodos da Serie de
Taylor e métodos de Runge Kutta.

Entre os métodos de Runge Kutta é costume usar um método
simples de segunda ordem chamado simplesmente método de Euler
aperfeicoado, ou método de Heun.

Além de analisar o erro e a convergéncia, implementaremos estes
métodos para resolver alguns PVI.
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Conteudo

@ Métodos da Série de Taylor

© Métodos de Runge-Kutta

© Método de Euler aperfeicoado

MS211 - Calculo Numérico Aula 17 - Problemas de Valor Inicial e métodos numéricos 3 3/28



Métodos da Série de Taylor

Métodos da Série de Taylor

Ja vimos como os métodos de Euler e 0 método de Crank-Nicolson
derivam da expangdo em serie de Taylor da fungdo y = y(x) solugdo do
problema genérico de valor inicial

{ y'(x) = f(x, y(x))
y(x0) = yo

A ideia dos métodos da Serie de Taylor é de usar a expressdo de y(x;+1)
em funcdo de y(x;) e de rescrever a derivada em x, y’(x), e as suas

derivadas de ordem superior, em fungdo da f(x, y(x)).
Note por exemplo que para deduzir Euler explicito partimos de

y(xit1) = y(xi) + hy' (xi) + T

e obtemos a formula
yir1 = yi + hf(xi, yi)
Este método de Euler explicito é de primeira ordem (ou seja o erro global
converge de ordem 1) porque o resto, que é o erro de truncamento local,
2
Th = %y”(ﬁ) é Fie segun.da ordem. O que pode acontecer se
desenvolvemos ainda mais em Serie de Taylor o termo y(x;11)?

MS211 - Calculo Numérico Aula 17 - Problemas de Valor Inicial e métodos numéricos 3 4 /28



Métodos da Série de Taylor

Se expandirmos ainda mais a y(x;+1) em fun¢do de y(x;) obtemos uma
aproximagdo de ordem ainda superior porque o resto da série de Taylor,
que serd o erro de truncamento do novo método, serd um infinitésimo de
ordem ainda superior. Lembrando que h = x;31 — x; > 0 é suposto fixo
para cada i, obtemos quando paramos a expans3do até o termo de ordem

k+1:
)2
y(xix1) = y(xi) + (xiv1 — x)y' (%) + wy”(x;) +...
Y RRY 251
+(Xl+lk! X:) y(k)(xi)_,’_w (k+1)(£i) (1)

onde &; € (X, xi+1). Agora se quissemos encontrar uma sucessdo {y;}
que a aproxime os valores {y(x;)} com um erro de truncamento de ordem
k 4+ 1, parece razodvel escrever a sucessdo {y;} gerada da seguinte

formula h2 Bk *)
Yiri=Yyi + hy,' + ?y,-” + ...+ Fy-
Este método é chamado método da serie de Taylor de ordem k.
hk+1

Note que em (1) desconsideramos o resto Tj = (k+l)!y(k+1)(§,-) que serd
entdo o erro de truncamento local do método.
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Métodos da Série de Taylor

(k)

Truncamento local, ordem de convergéncia, e os y;

hk+1 (k+1) hk+1 (k+1)
CES LA r s A O
. s Ze(Xi, X1

entdo T, converge a zero com ordem k + 1 por |sso o método
2

h K
Yir1 =Y+ hyl + ?y,-” +oF kly’( )

tem ordem k. Efetivamente o erro global dos métodos da Serie de Taylor
de ordem k satisfaz |y(x;) — y;| = O(h¥). lsso porque o teorema de
convergéncia visto na aula anterior ainda vale
Th
ly(xi) —yil < CT
~ . (k)
Mas o que sdo as derivadas y; '?
Estes sdo aproximacdes das derivadas y(¥)(x;), que s3o incégnitas! Nos
métodos da Serie de Taylor explicitos estas derivadas sdo conhecidas
(explicitamente), porque sdo fungdes de f(x;, y;) e das derivadas parciais
4 . ~ e
%(x;,y;) e entdo sdo conhecidas, isso porque a funcdo f é dada e y;
vem do passo anterior.

| Thl =
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Métodos da Série de Taylor

Método da Serie de Taylor de ordem 2

Regressamos a como deduzirmos o método de Euler explicito,

y(xiv1) = y(xi) + hy'(xi) = y(xi) + hf(x;, y(xi))

onde usamos a hipdtese do problema y’(x;) = f(x;, y(x;)). Daf supondo
que y; = y(x;), obtemos o método de Euler Explicito

Yiv1 = Yi + hf(x;, yi)

que é efetivamente um método da Serie de Taylor de primeira ordem.
Usando a mesma ideia de parar a serie de Taylor, de supor y; ~ y(x;),
podemos rescrever numa forma explicita o método da serie de Taylor de

ordem 2:
2

h
Yis1 = yi + hy] + EY;N-

Este método serd bem definido uma vez que encontramos boas
aproximagdes: y! ~ y'(x;) e y!' ~ y"(x).
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Métodos da Série de Taylor

Notamos como antes que y'(x;) = f(x;, y(x;)) e portanto podemos usar

yi = f(xi, i) (1)

Agora para deduzir y/ observamos que

V(0 = 2y () = Sy () = Febfyy' () = il YO (e y () £, ()

onde usamos a notagdo f(x,y) = g)’: (x,y)ef(x,y)= (x y).
Portanto usamos
yi' = (i, yi) + £, (xi yi) - F(xi, vi) (2)

Com os valores y/, y/’ em (1), (2) podemos escrever o
método da Serie de Taylor de ordem 2 na sua forma final

h2
Yiyr = yi + hf(xi, yi) + ( X1y yi) + £, (xi, vi) (X3, vi))-
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Métodos da Série de Taylor

Método da série de Taylor de ordem 3

Se quissemos ter um método de Taylor de ordem 3 temos de encontrar
também um aproximante y, de y""’(x;) usando a mesma estrategia de
antes obtemos

Y(x) = £y"(x) = L0, y(x)) + £, (%, y(x)) - Fx,y(x)) =

= fux + 2y f + £, 2 + ff, + (f,)?f. Assim computando estes (ltima
derivadas parciais de segunda ordem f, £, f,y em (x;, y;) obteremos o
método da série de Taylor de ordem 3

2
"

h h3
Yiv1 =yi + hf(xi,y:) + ?(&(Xia)/i) + £, (xi, yi) f(xi, yi)) + 31V

onde v = [fx + 2f f + fvyf +fxf‘,+(fy)2f](xi,}/i) (3)

Este método terd ordem 3 porque o seu erro de truncamento %h“ é
de ordem 4. -

Em geral entdo podemos aproximar como vimos cada y(k)(x,-) € por isso
podemos deduzir métodos de ordem k > 0 com k inteiro qualquer.
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Métodos da Série de Taylor

Resolucao do problema PVI linear com o método da Serie
de Taylor de 2? ordem

y(0) = 1000

Sabemos que a solucdo y(x) = 1000e%9% toma o valor

y(1) = 1040.8108 no ponto X = 1. Verificamos se o método da
Serie de Taylor de ordem 2 aproxima y(X) e se a sua aproximagdo
é mesmo de ordem 2. O método é

Yit1 = yi + hf(xi, yi) + %2(& +f - £,)(xi,yi) = ... Observamos que
no nosso PVI f(x,y) = 0.04y portanto temos:

f(xi,yi) = L, yi) =0, f,(xi,y) = %;(thi) =0.04

Ent3o podemos escrever o método da série de Taylor como segue

h? .04h)?2
Yitl = Yi+h0.04y,-+?(O+0.04-0.04y,-) = (1 +0.04h + (002)) Vi

{ y' = 0.04y
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Métodos da Série de Taylor

Implementando o método, com um passo de tamanho
i=— 1

Lembramos que e quiséssemos fazer somente um passo para chegar
a aproximar y(1) comegando de xp = 0 precisaremos de usar

h =1. Se em vez usdssemos mais passos n, com n > 1, temos de
usar h = )_‘*TXO = % que se bem leva a fazer mais operagdes é
esperado ter uma precisdo maior sendo que

en(X) = y(X) — yn = O(h?) porque o método é de segunda ordem.
Comegamos no avaliar que valor aproxima y(1) usando somente
um passo. Precisamos entdo n = 1,h =1, o valor do método
obtido serd

yr = (1+0.08h+ OO yo — (140,04 + ) 1000 =

(1.04+8- 10’4)1000 = 1.0408 - 1000 = 1040.8.
O erro cometido é entdo
len(X)| = |e1(1)| = |1040.8108 — 1040.8| = 0.0108 = 1.08 - 102
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Métodos da Série de Taylor

Implementacdao do método com mais passos

Com h = 0.5 fazemos dois passos (n = 2): yo — y1 — Y.
yr = (1+0.04-0.5+ L24227) 1000,

y2 = (1 + h0.04 + W) v = (1 +0.02 + %)2 1000 =

(1.02 + 0.0002)21000 = 1040.80804.

O erro cometido é |en(X)| = |ens5(1)| =

|1040.8108 — 1040.80804| = 0.00276 = 2.76 - 1073,

Notamos que este erro é aproximativamente um quarto do erro
feito usando h = 1. Isso era esperado porque o método é de
segunda ordem entdo ey,(X) ~ Ch? quando h for pequeno. Entdo o
erro medido do método estd "ja" portando se como Ch?.

Sabemos da teoria que o erro para h — 0 porta se como Ch?® mas
as vezes para problemas lineares simples este pode acontecer ja
logo para h relativamente grande.
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Métodos da Série de Taylor

Com h =0.25,

Y4 = (1 +0.04-0.25 + %(0.04 . 0.25)2)4 1000 = 1040.8101. Se for
h = 0.1, precisamos de 10 passos para chegar a x = 1, entdo serd yjp a

aproximar y(1)

Yio = (1 +0.04-0.1 +

0.04-0.1
2

10
> 1000 ~ 1040.81066

leo.1(1)] = 1-10~* entdo o erro é quase 155 do erro feito com h = 1.

n h h? | erro global |en(X)| | valor achado y,
1 1 1 1.08- 1072 1040.8

2 | 05 | 025 2.76-1073 1040.80804
4 10.25|0.125 7.1-107* 1040.81009
10 | 0.1 0.01 1.4-107* 1040.81066
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Métodos da Série de Taylor

Erro e custo computacional dos métodos da série de Taylor

Os métodos da série de Taylor podem ser gerados para ser muito
acurados porque podemos usar um k alto (a prazer) no erro de
truncamento,
T — hk+1y(k+1)(f)
(k+1)!
que serd entdo muito pequeno.

Vale também a seguinte estimativa do erro, ja vista para os
métodos de um passo

T ~
y(xn) = yal < 72 (et 70) —1)
Lh
que garante a convergéncia de ordem k dos métodos da serie de

Taylor. Note que este estimativa é valida porque os método da
serie de Taylor sdo métodos de um passo.
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Métodos da Série de Taylor

O limite destes métodos é que para ter um método de alta ordem ¢é
preciso fazer muitas operacoes, pense por exemplo de implementar
o método de ordem 3 visto antes

h h3
Yis1 = Vit hf 4 5 (At f ) 57 (ot 26 F + fyyf2 iy + (7))

com a fungdo f(x,y) = sin(x + y) + xye' =) e pode ver quantas
operacdes sdo necessaria num (nico passo. Note que pode ser as
vezes dificil mesmo achar as derivadas.

Por isso surge a necessidade de construir métodos de alta ordem
com custo computational baixo que n3o necessitam de determinar
as derivadas da f. Estes métodos serdo os métodos de
Runge-Kutta.
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Métodos de Runge-Kutta

Métodos de Runge-Kutta

Os métodos de Runge Kutta
@ podem ser construidos para ter uma ordem p alta

@ ndo necessitam o calculo das derivadas parciais da f(x, y) que
descrevem o problema de valor inicial

@ as derivadas de f s3o aproximadas através combinacoes
lineares de termos recursivos K; = f(x, + ¢ih, yn + ZJ- NijKj).
Estes termos K; sdo chamados estagios do método.

@ existem métodos da serie de Taylor equivalentes aos métodos
de Runge Kutta

@ os métodos de Euler sio métodos de Runge-Kutta.

Nos vamos analisar somente os métodos de Runge-Kutta explicitos,
mas existem também métodos de Runge-Kutta implicitos.
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Métodos de Runge-Kutta

Métodos de Runge-Kutta (RK) explicito de s estagios

s
Yot1 = Yn + hz aiK;
i=1

i—1
com Ky = f(xn,yn),  Ki=f(xn+ Ghyn+h Y NjKj), i>2
s j:l
(1) Z a; = 1, esta condi¢cdo garante que o erro de truncamento

i=1
converge a zero quando h tende a zero.

i—1
(2) condicdo (1) e ¢; = Z)\,-j com i > 2 garantem pelomenos a
j=1
primeira ordem do método

s
1
(3) condigdo (1) e (2) e Za,-c,- = 5 garantem pelomenos a segunda
i=2

ordem do método.
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Métodos de Runge-Kutta

Ordem de convergéncia méximo dos métodos RK de s
estagios

1 <s<4 aordem maxima é s
5 <s<7 aordem maximaés—1
s € {8,9} a ordem médxima é s —2
s > 10 a ordem mdxima é menor ou igual de s — 2
Assim notamos que para construir os métodos Runge-Kutta de
ordem 2, o menor numéro de estagios que podemos usar é 2

(s = 2). Claramente se usassemos mais estdgios o custo
computacional de cada passo do método aumentaria.
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Métodos de Runge-Kutta

Métodos de Runge Kutta explicito de segunda ordem

Yn+1 :)/n"_ hZB;K,

com Ky = f(Xn, yn)
2-1
Ky = f(xn+ Qhyn + B> XoiKj) = F(xn + C2h, yn + hA21 K1)
j=1
com os coeficientes que tem de satisfazer as seguintes condi¢cles para ter
convergéncia de ordem 2:

(1) ai+a=1
(2) Cy = )\21
(3) doCy = %

Vamos usar a seguir um método de Runge Kutta de segunda ordem,

chamado método de Euler aperfeicoado que tem a; = a, = % e

G = /\21 =1 Note que satisfazemos as condi¢des (1),(2),(3) portanto

d elsing
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Método de Euler aperfeicoado

Método de Euler aperfeicoado

h
Yn+t1 =Yn+ E(Kl + K2)

com Ki = f(xn, ¥n) € Ko = f(x, + h, yn + hK1) pode ser rescrito
numa forma compacta como segue

h
Ynt1 = Yn+ E(f(xm}/n) + f(Xn+1a_)/n + hf(Xna)/n))

Este método é muito similar ao método de Crank-Nicolson

h
Ynt1 = Yn + 5(F(Xn, ¥n) + F(Xnt1, Yns1))
a Unica diferenca é que em vez de usar y,,1 como argumento de f(xp41, ),
ele usa uma sua aproximagdo (aquele obtida com Euler explicito):

Ynt+1 = yn + hf(Xm)/n)
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Método de Euler aperfeicoado

Interpretacao gréfica
similar a aquela de Crank-Nicolson, porque

E
Y (Xn41) = F(Xns1, Ynr1) = F(Xar1, Yo + hf(Xa, ¥n))-

) (#n, y(2n)) € (Tnt1, Y(Tnt1))
reta s(x) passante por (zn,y(zn)) e com inclinacao f(zn+1,y(wn) + hf (T, y(2a))) = y'(Tn+1)

- - = reta r(x) tangente a y(z) no ponto (zn, y(zn))
reta passante por (2, y(x)) e com inclinacao 3 (f(zn, y(zn)) + f(@n+1,Y(xn) + hf (@n, y(zn))))

(Zn+1, Yn+1) com y, 41 de Euler aperfeicoado
y ° (Zn+1, Yn+1) com y,, 41 de Euler explicito
° (Tn+1,5(Tns1))
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Método de Euler aperfeicoado

O método de Euler aperfeicoado
@ ¢é de segunda ordem
@ é explicito
@ porta-se numa maneira similar a Crank-Nicolson, a vantagem
é que sendo um método explicito é de facil implementacdo e
nao requer em cada passo de implementar sub-iteragdes para

resolver equacbes nao lineares usando um método do ponto
fixo, como acontecia com Crank-Nicolson.
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Método de Euler aperfeicoado

Resolucao da PVI usando o método de Euler aperfeicoado

{ y'(x) = 0.04y
y(0) = 1000

Aproximamos a solugdo em X = 1, y(1) = 1080.8108 ao variar de h:
Ynt1 =Yn+ g[f(xmyn) + f(Xn + ha}/n + hf(Xnayn))] =

— Yo+ 2[0.04y, + 0.04(y, + h0.04y,)] = (1 + 0.04h + ©04°),
Note que obtemos a mesma iteracdo do método da Serie de Taylor de
ordem 2 isso acontece sempre quando f, = 0 e f, é uma constante.
Se for h = 1 obtemos

y1=(1+0.04+ %0.042)1000 = 1.0408 - 1000 = 1040.8

Com h = 0.5 obtemos depois dois passos

y2=(140.04-0.5+ %(0.04 -0.5)2)21000 = 1.0408 - 1000 = 1040.80804.
Com h = 0.25 precisamos 4 passos

ya=(140.04-0.25+ %(0.04 -0.25)2)#1000 = 1040.81009.

Com h = 0.1 precisamos 10 passos

yio=(1+40.04-0.1+ %(0.04 -0.1)?)1°1000 = 1040.81066.
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Método de Euler aperfeicoado

n h h?> | erro global |ey(X)| | valor achado y,
1| 1 1 1.08 1072 1040.8

2 | 05| 025 2.76-1073 1040.80804
4 | 0.25 | 0.125 7.1-1074 1040.81009
10| 0.1 | 0.01 1.4-107% 1040.81066

Estes dados confirmam que Euler aperfeicoado é um método de
segunda ordem porque verificamos que e;(X) = O(h?)

MS211 - Calculo Numérico
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Método de Euler aperfeicoado

Implementacao de Euler aperfeicoado para resolver um
problema PVI n3o linear

{ y' =sin(y) + x
y(0) =1

Comparamos a solug¢do y(1) = 2.412875 com os resultados obtidos com
o método de Euler aperfeicoado.

h
Yn+1 = Yn+ E(f(xna)/n) + f(Xn +h Y+ hf(Xnayn))) =

h, . . .
=Yn+ E(sm()/n) + Xn + Sm(yn + h(sm()/n) + Xn)) + Xn+1)
Se for h = 1 necessitamos um sé passo para chegar a x = 1:

1 . . .
yi=x+ E(S'n()/o) + X0 + sin(yo + h(sin(yo) + x0)) + x1) =

14 %(sin(l) +sin(1 +sin(1)) + 1) = 2.40253

O erro ser4 ent3o |es(X)| = |y(1) — y1| = 0.010345 = 1.0345 - 10—2.
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Método de Euler aperfeicoado

Se for h = 0.5 precisamos dois passos para aproximar y(1):

0.5
yi=1+ T(Sin(l) + 0.5 +5sin(1 4 0.5 - sin(1))) = 1.582558

0.5, . . .
y2 = y1+7(sm(y1)+h+1+sm(y1—|—0.5(sm(y1)+0.5))) = 2.38845

O erro global é |eg5(X)| = |y(1) — y2| = 1.408 - 1072,

Este erro é maior do erro com h = 1.

Note que a teoria diz me que somente para h sufficientemente
pequeno o erro porta-se como C - h®>. Vamos ent3o prosseguir
usando um h menor...
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Método de Euler aperfeicoado

Usando h menor, fazendo mais passos

Com h = 0.25 precisamos 4 passos,

obteremos implementando o método y, = 2.404642, o erro é
leo.2s(X)| = |y(1) — ya| = 8.233-1073.

Com h = 0.125 precisamos 8 passos obteremos implementando 8
passos do método yg = 2.410582, o erro é

|e0.125(X)| = [y(1) — ys| =2.293 - 103,

O erro é quase 1/4 do erro cometido para h = 0.25.

Se usassemos 16 passos, h = 0.0625 temos yi6 = 2.412273,
|€o.0625(X)| = 6.02- 1074,

Com 32 passos e h = 0.03125 obtemos uma aproximacio ainda
melhor y3p = 2.412722 com um erro |epo3125(X)| = 1.53 - 10~*.
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Método de Euler aperfeicoado

n h erro global |ey(X)| | valor achado y,
0.25 8.233-10°3 2.404642

8 0.125 2.293.1073 2.410582

16 | 0.0625 6.02-10~* 2.412273

32 | 0.03125 1.53-10~* 2.412722

O método escala com ordem 2
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