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Introducao

Introduremos o problema de valor inicial (PVI) e a resolucio analitica das
equagdes diferenciais ordinarias (EDO).

Na segunda parte da aula apresentaremos os métodos numéricos de um
passo que s3o utilizados para resolver numericamente os PVI
aproximando a solu¢cdo das equacdes diferenciais que descrevem o PVI.
Apresentaremos os métodos de primeira ordem de Euler: explicito
(progressivo) e implicito (regressivo). Também apresentaremos um
método superior que resulta ser de segunda ordem, chamado método de
Crank-Nicolson. De todos os métodos daremos uma interpretacao
geométrica e a forma do erro de truncamento local.
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Conteudo

@ Problemas de Valor Inicial e Equagdes Diferenciais Ordindrias

© Métodos de um passo
@ Euler explicito
o Euler implicito
@ Crank-Nicolson
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Problemas de Valor Inicial e Equagdes Diferenciais Ordinarias

Problemas de Valor Inicial

S3o problemas dindmicos onde a incégnita y que descreve o problema
depende de uma varidvel independente x (seria t no caso que descreva o
tempo), e portanto sdo problemas onde a incégnita ndo é um tnico valor
mas é uma fun¢do y = y(x) que é aquela que descreve o problema.
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Problemas de Valor Inicial e Equagdes Diferenciais Ordinarias

Problemas de Valor Inicial, Exemplos

Considere um carro que percorre uma estrada partindo no tempo t =0
no quilometro 2 de uma estrada. Seja d = d(t) a fung3o que descreve a
posigdo do carro respeito o inicio da estrada, temos entdo que d(0) = 2.
Suponhamos que o carro tem velocidade constante de 40km/h ent3o vale
que % = 40 para cada t; # t;. Este problema pode ser escrito
usando o conceito da derivada (t, — t1). Assim sendo que em cada
instante do tempo t o carro percorreu a distancia d(t), ela satisfaz a

equacdo diferencial ordinaria
d'(t)=40 com d(0)=2
ou analogamente pode ser dito que d = d(t) resolve o problema de
valor inicial (PVI)
{ d'(t) =40

d(0) =2
A solugdo deste PVI obtém se integrando a equacao diferencial
ordinaria d’( ) =40em [0, t]:
f d'(t)dt = fo 40 < d(t)—d(0) = 40t < d(t) = 40t+d(0) = 40t+2.
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Problemas de Valor Inicial e Equagdes Diferenciais Ordinarias

Como pode ver a solu¢do depende do valor inicial d(0), por isso uma
equacdo diferencial com a condic3o inicial é chamada problema de valor
inicial.

Note que a condi¢do inicial pode ser conhecida ndo necessariamente no
ponto x = 0. Por exemplo considera o problema:

{ y'(x) =10
y(3)=4

A solucdo para x > 3 é obtida integrando agora em [3, x]

/: y' (x)dx = /: 10 <= y(x)—y(3) =10(x—3) <= y(x) = 10(x—3)+4.

Pode ter também problemas onde y’(x) depende de x por exemplo
{ y'(x) = 2x

y(1)=—4
[y (dx = [[2x <= y(x) —y(1) =x* -1 <= y(x) =x*>—5.
Note que, dado o ponto inicial xo onde é conhecida a y(xp) = yo,
estamos interessado a conhecer a y = y(x) para x > xg, por isso xp é
chamado ponto inicial.

. A solugdo para x > 1 é obtida integrando em [1, x]
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Problemas de Valor Inicial e Equagdes Diferenciais Ordinarias

O problema de valor inicial pode também ter equa¢do diferencial com o
segundo membro que depende da solugdo. Por exemplo se a velocidade
do carro d’(t) dependesse donde estd o carro teremos d’(t) = f(d(t)).
Um caso classico é aquele das proliferacdo das células, ou de nascimentos
de coelhos numa reserva natural onde o niimero de coelhos de uma
populacdo depende da taxa de reproducdo r dos coelhos, se r for fixa e se
foram c(t) o ndmero de coelhos no tempo t a sua variacdo instantanea é

c(t+ Ay) — c(t)

A, =rc(t), comA;—0

Ent3o se tivermos mais coelhos c(t + A;) = ¢(t) + rc(t)A; serd maior,
c'(t) = re(t)
c(tp) = c0

onde ¢y € o numero de coelhos no tempo ty Estes problemas admitem a
solucdo exponencial: c(t) = cpe’(t=®), que novamente depende da
condic3o inicial.

usando o conceito de derivada (por A; — 0) temos {
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Problemas de Valor Inicial e Equagdes Diferenciais Ordinarias

Problema de valor inicial (de primeira ordem)

S3o problemas do tipo

{ y'(x) = f(x,y(x)) x € [x0,00]
y(x0) = yo

Este problema pode ser escrito simplesmente assim

{ y' =f(xy)

y(x0) = yo

Onde a fungdo : Q x R — R é conhecida e onde y(xp) = yo é a
condigdo inicial dada do problema.
S3o problemas deste tipo todas as equacdes diferenciais ordindria de
primeira ordem com uma condi¢do inicial. Por exemplo:
{y’—2y {y’—y+x {y’(X)—y2+Xy

y(-1)=3 y(2) =3 ¥(2)=3
sdo problemas de valor inicial (PVI) de primeira ordem porque a derivada
maxima que aparece na equacao é a primeira.
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Problemas de Valor Inicial e Equagdes Diferenciais Ordinarias

Existéncia e unicidade da solucao

Teorema

!/ __
O problema { y'=f(xy) se tiver
y(x0) = yo

o f:Q xR — R continua respeito x em 2

o f Lipschitziana relativamente ao segundo argumento y ou seja
;AL >0 tal queVx € Q Vy1,y» € R,
(X, y2) = £(x, )| < Lly2 — -
entdo o problema PVI admite solucdo que é também tinica.

v

Observamos que se f admite derivadas parciais respeito y limitadas
entdo f serd Lipschitziana respeito y e

L= max(x ,y)EQXR| (X )/)|
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Problemas de Valor Inicial e Equagdes Diferenciais Ordinarias

Casos de PVI sem solucao

{ y'=1f(xy)
y(x0) = yo
@ f(x,y) descontinua respeito a x.

0 x<0
Por exemplo f(x,y) = { 1 x>0
e f(x,y) ndo Lipschitziana respeito y como f(x,y) = +/|y| que
é definida para todo y € R mas lim,_,g —— = 0o ou também

dy
por f(x,y) =sin(y?), f(x,y) = ¢
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Métodos numéricos para a resolucao de PVI

Seja xp o ponto inicial onde é conhecido o valor y(xp) = yo da
fun¢do y = y(x) procurada. Os métodos numéricos que vamos
estudar vdo aproximar a solu¢do do problema de valor inicial (PVI)

{ y/ = f(Xay)
y(x0) = yo

dados uma sequencia de pontos xp, X1, X2, . . ., que S30
equidistantes ou seja do tipo xj+1 = Xx; + h para cada i € N com
h > 0 que é a distancia fixa entre os pontos.

Note que o valor da y(x) em xp é dado.

Portanto em output os métodos vao achar as aproximacoes

yi = y(x;) nos pontos equidistantes x; com i > 0.
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Métodos de um passo e multipassos

Os métodos de um passo para resolver uma PVI no ponto x; usam o
valor yj_1 =~ y(xj_1) obtido no passo anterior em x;_1, para obter a y;
que aproxima o valor procurado y(x;).

Em vez, os métodos de dois passos usam y;_o,y;—1 para aproximar y;.
Em geral os métodos multipassos usam um y;_y,...,yj—1 para obter y;.

Nesta disciplina de Calculo Numérico vamos tratar somente métodos de
UM passo Yj—1 — Yj — Yj+1 —> - .-

a comecar do método de Euler explicito
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Método de Euler explicito

=X

o método de Euler explicito (também chamado Euler progressivo ou
Forward Euler) dados os valores (xo, o) permite através de uma formula
explicita y; = ®p(xo, o) de obter uma y; que apréxima o valor y(xi)
com x; = xg + h.

A ideia simples deste método método é de truncar a expansdo de Taylor
de y(x1) com base em y(xp) aos dois primeiros termos, desconsiderando
o resto. Ent3o sendo que na expansao com resto apos dois termos temos
y(a) = y(x0) + ¥’ (x0)(x1 = 30) + y"(€) 25 com ¢ € (x0,1)

entdo a aproximagdo y; de y(x;) do metodo de Euler explicito é

r_
Considere o problema de valor inicial { y' =f(x.y)
y(xo)

y1 =y(x0) + ' (x)(a — x)

Sendo que h = x; — xp e por definicdo do problema y'(xp) = f(xo, ¥(x0))
e y(x0) = yo temos
y1= Yo+ h-f(xo,¥)

é a expressdo do método para ir de yp a y;.
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Método de Euler explicito

Em geral a formula do método para ir de y; a y;1 é
Yir1 = yi+h-f(xi,y).

Supondo de querer a solucdo em x3 = xp + 3h usando este método com o
h fixo, serdo necessarios 3 passos

y1 = Yo+ hf(x0,¥0) — y2 = y1 + hf(x1,y1) — y3 = y2 + hf(x2, y2).

MS211 — Célculo Numérico Aula 15 - Problemas de Valor Inicial, métodos numéricos 14 / 31



Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Erro de truncamento local e(x;) (ou erro de um passo)

Chamaremos erro de truncamento local em x; (ou também erro de um
passo), o erro de aproximagdo e(x;) entre y(x;) e y; (sem valor absoluto)
ou seja e(x;) = y(x;) — yi supondo que em todos os passos anteriores
J < i usamos y; = y(x;).

Assim é facil ver que o erro de truncamento de Euler explicito em x; é

yia) =y = y(x)+hy'(x) +y" (&) ()go + hf(xo, o))
= y(x) + hf(x07 (x0)) +y" (€)% — (vo + hf(x0, 0))
= //(51)7 com 51 c (Xo,Xl).

Note que usamos y(x0) = yo e ¥'(x0) = f(x0, y(x0)) = f(x0, ¥0)-
No ponto geral x; temos analogamente
2
y(xi)—yi = Y(Xi—1)2+ hf(xi—1,y(xi—1)) + y" (€)% — (i1 + hf(xi—1,yi-1))
y'(&)E, com & € (xi—1,x).

Note que usamos y'(xj—1) = f(xi—1, y(xi—1)) = f(xi—1,yi—1), sendo por
defini¢do do erro de truncamento temos: y;_1 := y(x;_1).
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Ordem de um método numérico para a resolucao de PVI

Definicao da ordem de um método para resolver PVI

Um método numeérico para aproximar a solucio y = y(x) de um
PVI diz-se de ter ordem p se o erro de truncamento
e(x;) = y(x;) — yi no ponto genérico x; satisfaz:

le(xi)] < chPt1

onde ¢ > 0 € uma constante.

Lembramos que para determinar o erro de truncamento temos de supor
que y; = y(x;) nos passos anteriores j < i.

- h?
Sendo que o método de Euler explicito tem |y(x;) — yi| = \/’(5,-)\7
entdo o método de Euler explicito é de primeira ordem, p = 1.
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Aproximar o Erro de Truncamento

Como podemos aproximar o erro de truncamento do método de Euler
sem conhecer a fun¢do solugdo y(x) do problema7

Observamos que sendo e(x;) = ”(f,)? e que y'(x) = f(x,y(x))

podemos aproximar o valor de y”(x).
Isso porque

Y'I(x) = Ly'(x) = LF(xy(x) = 5E(x y(x)) + 5 (x, (%)) Z(x)
9, y(x)) + BL(x, y (x))F(x, y(x)).

Ent3o podemos dizer que

" (6] < maxwy |55 (x, ¥)| + 155 (x, ) (x, y)| e portanto

2 2
)] = 1" (@) < 5 max (152l + 15 ()t
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Interpretacao geométrica do método de Euler explicito

® (i, y(xi)) e (Tiv1,y(iv1)) ®  (Tit1,¥it1)
reta r(x) tangente a y = y(z) em z;
y
y=y(z)
1 1
T T
0 x; Tip1 =x; +h

Observamos que
Yir1 = Yi + hf(xi, i) = yi + hy’(x;) é o valor que toma a reta r(x) no
ponto x;+1. r(x) é a tangente da fungdo y(x) no ponto (x;, y(x;)) e tem
equagdo r(x) = y; + ¥’ (xi)(x — x;).
Temos entdo yj11 = r(xi+1)-
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Outra maneira de deduzir o método de Euler

Como vamos ver na parte da integracdo numérica, o integral de uma
fun¢do g(x) em [a, b] pode ser aproximado para a drea do retdngulo de
base b — a e altura f(a), ou seja

| eax = (6~ (o).

Este pode ser usado por aproximar solu¢bes de equagbes diferenciais.
Considera o nosso PVI y'(x) = f(x,y) com y(xp) = yo para determinar a
solugdo exata do problema posso integrar em [xo, x1], assim vamos obter

X1

Yoa)=ylo0) = [ ¥ = [ ey () = (a0} (0 30) = b (x:30)

X0 X0

Portanto
y1:= Yo + hf(x0,¥0) = y(x1).
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Euler explicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Método de Euler implicito (Backward Euler)

Em vez de usar a reta tangente com inclina¢do y’(x;) e passante por
(xi, y(x;)) vamos considerar a reta s(x) passante por (x;, y(x;)) e com
inclinagdo y'(xi41)

®  (z;,y(xi)) e (wit1,y(Tiv1)) L 4 (@it1, Yit1)
_— reta s(x) passante por (z;,y(z;)) e com inclinacao y'(z;41)
- - - reta tangente a y(x) no ponto (zi41,y(zit1))
y

X

0 x; IH; =z;+h
O método de Euler implicito toma como valor y;;1 o valor que esta
reta s(x) toma em X;y1: Yit1 = S(Xi+1)
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Euler explicito

Métodos de um passo Bulter iziletiio

Método de Euler implicito

Sendo que s(x) tem como expressdo s(x) = y;i + y'(xi+1)(x — x;)
entdo obtemos

Vitr = s(xit1) = yi+y (Xit1)(Xix1 —xi) = yi+hf (xit1, yit1)- (1)

Portanto o método de Euler implicito é

Yit1 = Yi + h- f(Xiy1, Yig1)-

Para obter este expressdo do método usamos em (1) a equagio do
problema y’(x) = f(x, y(x)), a relagdo x;+1 — x; = h, e que substituimos
y(xi+1) (que é desconhecida) com o seu aproximante y;;1 no argumento
da f.
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Erro de truncamento do método de Euler implicito

Expandendo em serie de Taylor, y(xp) respeito ao ponto x;, obtemos

X0 — X] 2

y(x0) = y(a) + (x0 = x1)y'(a) + C520y ()
e entdo )
y(x1) = y(x0) + (1 = x0)y'(a) = B2y (&),
Supondo y(xg) = yo, obtemos o erro de truncamento no ponto x; do
método de Euler implicito que tem y; = yo + hf (x1, y1)
e(qa) =y(a) -y =

X1 — X 2
y(x0) + (1 = %0)y' () — B55Ly (1) = (yo + hf (31, 11)) = —y"(€) 5

Sendo que
2

e(x1) = —y//(ﬁl)% comé; € (xo,x1)

obtemos que o método de Euler implicito é de ordem 1, como o método
de Euler explicito.
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Resolucao de um método implicito

Um método implicito n3o pode ser resolvido diretamente aplicando uma
formula porque a incégnita n3o é ja isolada. Em vez nos métodos
explicitos, como é método de Euler explicito, a incdgnita y;+1 €' jd bem
determinada e isolada da formula do método y;1 = y; + hf(x;, y;)-

No caso de Euler implicito em vez y;,1 encontra se no primeiro membro
mas também como argumento da f,

Yiy1 = Yi + hf(xit1, yiy1)

Note que esta é uma equagdo ndo linear em y;.1 se f(x,y) for ndo linear em y.
Por isso para obter y;11 podemos usar um métodos dos zeros, e se este
método convergir chegaremos a uma aproximacao de yj;1.

Este processo tem de ser repetido em cada passo até chegar a y, desejada
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Exemplo

Dado o problema de valor inicial

{ y' =sin(y)
y(2)=3

Seja h = 0.5, queremos determinar a aproximagdo y; de y(x1). Notamos
que x; =2+ h=2.5,

y1 =Y+ hf(x1,y1) = vo + hsin(y1) = 3+ 0.5sin(y1). A equacgdo nio
linear y; = 3+ 0.5sin(y;1) pode ser resolvida com o método do ponto
fixo, porque estd j4 escrita na forma y; = p()1).

Entdo y; é o ponto fixo de ¢(y) = 3+ 0.5sin(y).

O método do ponto fixo yl(kﬂ) = <p(y1(k)) converge?

Vamos verificar onde |¢'(y)] < 1:

|©'(y)| = 0.5] cos(y)| < 1 este acontece sempre porque

0.5-|cos(y)] < 0.5 <1 paracaday € R.

Entdo para cada yl(o) € R obtemos limy_, 0 yl(k) = y;. Claramente
aplicaremos o método do ponto fixo para um niimero finito de passos

s L . = k
ent3o n3o obteremos o y; tedrico mas uma sua aproximagao yl( ) ~ V1.
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Uso do método do ponto fixo para obter um passo do
método de Euler implicito

Para aproximar a solucdo de y; = yp + hf(x1, y1)
com o método do ponto fixo

(k+1) _ o(y (k))

k
yl ( ))7

.yO + hf(xlayl

temos analisar a derivada ¢/(y) = h ,f(x1,y) e encontrar um
intervalo / C R tal que

h|8

1V R.
8)/ (X17 )|< y e

Notamos que esta condi¢do (|¢'(y)| < 1) garante a convergéncia se
este intervalo contem também o ponto fixo e se tomamos yl(o) el
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Euler explicito
Euler implicito
Crank-Nicolson

Métodos de um passo

As vezes é possivel ter a situacdo ideal /| = R, mas isso dependera
da h escolhida.
Se conseguimos por exemplo achar o maximo

_ 2] 1
M = max, ]Wf(xl,y)], podemos ter certeza que, por cada h < 37,

o método do ponto fixo convergird, por cada yl(o) escolhida,

porque teremos

0
h|@f(xl,y)| < hM < 1.

No caso anterior f(x,y) = sin(y) tem M = max, ]a%f(xl,y)\ =1
e portanto cada vez que use o método implicito com h < 1 vai
poder achar a y; usando o método do ponto fixo

yl(k+1) = yo + hf(xl,yl(k)) partindo de uma qualquer yl(o) e R.
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Método de Crank-Nicolson (ou dos trapézios)

Este método pode ser visto como se for obtido fazendo uma média
em cada passo do método explicito e do implicito. Isso porque o
método de Crank-Nicolson tem a forma

h
Yir1 =Yi + E(f(xiayi) + f(Xit1,Yig1))

Note entdo que é como se somamos a formula de Euler explicito
Yit1 = Yi + hf(x;,yi) e de yi11 = y; + hf(xit1, yi+1) e dividimos
por dois.

Note que é também um método implicito sendo que a expressdo de
Yi+1 nao aparece isolada mas é também argumento da f que em
geral pode ser n3o linear.
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Uso do método do ponto fixo para obter um passo do
método de Crank-Nicolson

Uma andlise similar ao que foi feito para Euler implicito pode ser
feita para este método. Neste caso teremos que o intervalo de
convergéncia do método do ponto fixo

h
)/,-(ﬁrl) =yi+ E(f(xhyf) + f(Xi+17)/,'(k)1))

serd | =R se h < Z onde M = max, ]a%f(x,url,y)].
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Interpretacao geométrica do método de Crank-Nicolson

Sendo que Crank-Nicolson se obtém como a media entre
Euler explicito, yi+1 = yi + hf (xi, i),
e Euler implicito, yj11 = yi + hf (Xit1, Yi+1),

a sua iteracdo yj;1 é obtida graficamente através a reta passante
por (x;, y;) e com inclinagdo (coeficiente angular) que é a média do
coeficiente angular y'(x;) da reta r(x) usada no Euler explicito e
do coeficiente angular y’(x;11) da reta s(x) do método de Euler
implicito.
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Euler explicito
Euler implicito
Crank-Nicolson

Métodos de um passo

Interpretacao geométrica do método de Crank-Nicolson

° (@i y(@:)) e (wir1, y(Ti1))
- — - retas(x) passante por (z;,y(z;)) e com inclinacao y/'(xi41)
— — - retar(x) tangente a y(z) no ponto (z;, y(z;))
—_ reta passante por (z;, y(x;)) e com inclinagdo 3 (y'(z;) + ¥/ (zi+1))
®  (i+1,Yit1) com y;4 de Crank-Nicolson
y ®  (Zit1,¥it1) com yiy1 de Euler explicito
®  (Zi41,¥is1) com yip1 de Euler implicito

X
0 T Tis1=ai+h
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Euler explicito
Euler implicito

Métodos de um passo Crank-Nicolson

Erro de truncamento e ordem do método de
Crank-Nicolson

E possivel provar que para o método de Crank-Nicolson o erro de
truncamento local é dado para cada i da formula

h3
e(xi) = y(x) —yi = —y"(&) =5,
12
onde &; € (xj_1, x;). Portanto, como esperado da interpretacido

grafica, Crank-Nicolson é um método mais acurado para h
pequeno respeito aos métodos de Euler.

Crank-Nicolson é um método de segunda ordem.
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