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Sistemas de equac¢des ndo lineares (Sistemas n3o lineares) Exemplos
Matriz Jacobiana, normas e parada dos métodos iterativos

Sistemas n3o lineares, F(x) =0

Suponha de ter n incégnitas que indicamos com xi, x2, ..., X, € de
ter n equacgOes nao lineares entre as varidveis, estaremos no caso
de ter o seguinte sistema ndo linear para resolver:

f(x1, X2, -y Xn)
fo(x1, X2, ..., Xn)

0
0
fa(x1,x2, ..., %x,) =0

A funcio f; descreve a equacdo n3o linear /.

Por exemplo se for n =2 e fi(x1,x2) = x1x0 — x1 + 1,

f(x1,x2) = xf — 2 é como se quiséssemos encontrar x1, x» tais que
x1x2—x1+1=0

{ X12 —2=0

(Xl’X2) = (ﬁv 1- %)) € (_\67 1+ \%)

que tem duas solucbes
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Sistemas n3o lineares, F(x) =0

Note que o sistema

f(x1,x2,...,xp) =0
fa(x1,x2,...,xn) =0

fa(x1,x2,...,xn) =0
pode ser escrito simplesmente como F(x) =0, onde x € R" é um
vetor de dimensdo n que tem como elementos os x; incégnitos:
x = (X1,X2,...,Xn)"
A funcdo F transforma os vetores em R” em outros vetores em R”,
ousseja F : R" — R”,
satisfaz

F(x)=F(x1,...,xn) = (fA(x1,...,%n), fg(xl,...jx,,),...,f,,(xl,...,X,,))t
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Exemplos de sistemas nao lineares, interpretacao
geométrica

Diferentemente dos sistemas lineares, ndo é conhecido um critério
para determinar a-priori se um sistema nao linear de n equac¢des do
tipo fi(x) = 0 admite nenhuma, uma ou mais solugdes.

Por exemplo um sistema de duas equac¢des ndo lineares e de duas
incégnitas xj, xo pode ter zero, uma, duas, trés ,...,k solu¢bes ou
até infinitas soluc¢des.

E possivel achar quantas solugdes o sistema tem, fazendo o grafico
dos pontos (x1,x2) que satisfazem as equagdes fij(x1, x2) = 0 com
i = 1,2 e ver quantas intersecGes existem.
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Sistemas de equac¢des ndo lineares (Sistemas n3o lineares) Exemplos
Matriz Jacobiana, normas e parada dos métodos iterativos

Exemplos de sistemas com n = 2 equacdes nao lineares

{ filxi,x)=x2+x2-2=0
f(x1, %) =x2—x2=0
descreve o conjuntos de pontos que distam /2 da origem (0, 0). Ou seja
o grafico de fi(x1,x2) = 0 descreve a circunferéncia de centro (0,0) e
raio v/2. Em vez a segunda equacdo descreve os pontos que se
encontram na pardbola de equagdo x; = x? que tem vértex na origem.
Observando os gréficos notamos que temos duas solu¢des do sistema,

porque os graflcos intersecam-se em dois pontos.
r}4+23-2=0

Notamos que a primeira equacdo

1‘2—.ll=0
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Matriz Jacobiana de F

Seja F: D C R" — R” a fung¢do que descreve o sistema n3o linear e
x € D um ponto no dominio da F.

Definicao Matriz Jacobiana

Chama se matriz jacobiana de F no ponto x o simplesmente Jacobiana
de F em x a seguinte matriz de dimensdo n
%(x) h(x) ... F(x) VI (x)
) =] 88(x) 8&(x) ... 2&(x) [=| VEX
%) 2h00 . 2200 )\ v

Denotado com Vf;(x) € R" o gradiente de f em x ou seja,

Vifi(x) = (g)f ) gxf; (x) ... g—)f"n(x))t. Temos também
Je(x) = (VAKX)" Vh(x)" ... V()"

O Jacobiano estende o conceito de derivada para fun¢des n—dimensionais
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Exemplo de Jacobiano associado a um sistema nao linear

—2X13 +2x0 +x3 =2
dxy — 2x = —1
—x3+x1=0
Observamos que o sistema pode ser escrito assim

A(x)=-23+2x0+x3—-2=0
h(x)=4x1 —2x+1=0
f(x)=x1—x3=0

Portanto o Jacobiano de F = (i f, f3)' num ponto
x = (x1,x2,x3) € R3 ¢

—6x2 2 1
Jr(x) = 4 -2 0
1 0 -1
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Normas de Matrizes e vetores

A norma de matriz induzida de uma norma vetorial é

Ax
A= sup 1AL
xER" x#0 HXH

.....

A
Ao = sup I X||°°:_max E |aj; .
xernxto [Xlloo =l

n
Usando que ||x|1 = Z |xi|, obtemos
i=1

AX1 “
A= sup I S
P Tl a2

Temos que [[x|]2 = 1/>.7_, x? é a norma euclideana e a norma associada

é ||All2 = v/ p(AAt) que é a raiz quadrada do maximo autovalor em
modulo de AA?,
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Métodos iterativos. Critérios de precisdao ou de parada

Queremos construir métodos iterativos que dada uma aproximac3o inicial
x(® da solugio x do sistema F(x) = 0 geram uma sequéncia {x(¥)} que
converge a solucao x do sistema, ou seja tal que I|m xk) = x.

Lembre que este significa que por um dado € > 0 eX|ste um ko > 0 tal
que para cada k > ko |[xK) — x|| < e.

Sendo que n3o se conhece a solugdo x usaremos trés possiveis critérios
para parar o processo iterativo com sucesso:

| F(x))|| < & (controle ou critério do residuo)

[[x(k+1) — x(K)|| < & (controle sobre a distancia entre duas iteragdes
consecutivas)

k4 — X9

0D < ¢ (controle sobre a distancia relativa)

Usaremos nesta aula a norma do maximo: ||x|lcc = max|x;|
1
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Critérios de insucesso

H4 dois possiveis controles/critérios para parar o processo iterativo
com um insucesso

® k > Kmax

o [[F(xM)| > Frax
onde kpmax € 0 nimero maximo de iteracoes aceites do método e
Fnax € o maximo valor de F aceite. Estes sdo controles feitos para
evitar que o ciclo iterativo continue ao infinito no caso que n3o
haja convergéncia.
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Convergéncia
Método de Newton Exemplo

Método de Newton

Generalizamos o método de Newton xx4+1 = xx — % usado para

resolver uma sé equacao nao linear,
e resolvemos agora um sistema de n equagdes n3o lineares.

Consideramos a aproximacio x(¥) da solucio do sistema n3o linear
F(x) =0, o método de Newton acha a préxima solugdo através a

formula
XD = 5 (&) — (Jp(xD)) 71 F(x(K))
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Interpretacao geométrica

Lembramos que o método de Newton no caso escalar de uma equacio
procurava o zero de f determinando em cada passo k o zero da reta
tangente a f no ponto (x, f(xk)), entdo:

Xk+1 era o zero da reta r(x) = f(xx) + ' (xx)(x — xx). Esta reta r(x)
pode ser vista como a linearizagcdo de f(x) ao longo do ponto (xk, f(x)).

No caso vetorial L(x) = F(xK)) + Jp(x))(x — x(K), é a linearizacio de
F passante por (x(¥), F(x(¥)), porque a matriz Jacobiana generaliza no
caso n dimensional o conceito de derivada.

O zero da funcédo linear L(x) é o vetor y tal que L(y) = 0.

L(y) =0 <= Je(xW)(y —xW) = —F(x1)

— y =x0 — Je(xN)~1F(x(K)

Por isso x(k+1) := x(K) — Jp(x(K))=1F(x(k)) é o zero de L(x).
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k+1)

Determinar x!

Em vez de determinar a inversa de Jr(x(K)) podemos obter x(k+1)
observando que

xHD) = 5 _(Jp(xN))R(x0)) = Jp(xK)(xHD —x(K) = —F(x(¥)),

Ent3o obtemos x(**1) em dois passos
@ Resolvemos o sistema Jg(x(K)s(k) = —F(x(¥)
@ Sendo que stk = x(kt1) _ x(k) obtemos x(k*1) somando o vetor
s(k) com a iteracdo anterior x(¥), ou seja x(k+1) = x(K) 4 (k)
O sistema linear Jr(x(K))s(k) = —F(x(¥)) pode ser resolvido usando
métodos diretos ou iterativos. Claramente se for usado um método
iterativo iremos achar uma aproximacio de s(¥) e n3o o seu valor exato.
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Algoritmo

Input: F, x(® &1 >0, e, >0
Passo 1: Computa o vetor F(x(K)) e matriz Jacobiana Jg(x(K))

Passo 2: Se ||F(x(9))||o < €1 entdo d4 em output x(¥). Sai do ciclo
iterativo.

Passo 3: Sen3o resolve o sistema linear Jr(x(K)s(k) = —F(x(k)),
determinando s(¥)

Passo 4: x(kt1) = x(k) 4 (k)
Passo 5: Se ||s(K)|| < &5 entdo dd em output x(**1); Sai do ciclo.

Passo 6: k < k41, vai ao passo 1

Note que s(k) = x(k+1) _ x(k)
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Teorema de Convergéncia do método de Newton

Seja F : D C R" — R" a fun¢do que descreve o sistema ndo linear
F(x) =0 e seja Qo C D tal que

@ Qo contem um dnico zero x de F, ou seja contem uma tnica
solug¢do do sistema.

@ F ¢€ diferencidvel em g, ou seja existem todas as derivadas de F e
sdo continuas em Q.

@ det(Je(x)) # 0, ou analogamente existe 3 > 0 tal que
|l Je(x)~1|| < B onde x é o zero procurado

® A matriz jacobiana Je(y) satisfaz a condicdo de Lipschitz em Qy:
existe v > 0 tal que por cada y,z € Qo temos
e (y) = JF (DI < Ally — 2|

entdo se x©) € Qq temos que cada iteracio x(K) do método de Newton
estard em Qy e temos a convergéncia do método para o zero x

procurado: lim x) = x. Mais, temos que a convergéncia é quadratica e
k—o0

vale que existe C > 0 tal que ||x(k*1) — x|| < C||xK) — x||2.
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Exemplo de resolucdo numérica de um sistema nao linear
com o método de Newton

x2+x3-2=0
Xo — X12 =0

Trata se de encontrar as intersecdes de uma circunferéncia de centro na

origem e raio v/2 com uma parabola com vertex na origem. S3o

esperadas duas intersecoes, ou seJa duas solucdes do sistema
r3+23-2=0

1‘2—1‘1=U

-3 y 1 2 1
1t

-2}
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X12—|—X22—2:0
xo—x2=0

2 2 _
Note que F(X) — < ﬁ.(X17X2) ) _ < X1 +X2 ) 2 )

fa(x1, x2) Xp — X3
Procuramos a solucdo do sistema que satisfaz um dos dois critérios de
aproximagdo || F(x(®))|| < e1 ou [|xK) — x(k=1)|| < &5, com &; = 1072,
g, = 10~1. Ent3o pararemos o método quando um dos dois critério for
satisfeito.
Decidimos de encontrar o zero de F(x) que tem x; > 0.

2X1 2X2

—2x; 1 )
Notamos que o seu determinante é 2x; + 4x1x0 = 2x1(1 + 2x2) que
resulta ser nulo somente se x; = 0 ou se x, = f%.
Entdo a regido Qo onde pegar o x(©) tem de estar distante do eixo das x»
(de eq. x; =0) e da reta x, = —%. Observando que o zero procurado
tem um xo >0 e um x; > 0,
entdo podemos escolher um Qg :=]d, +00[x[0, +-00[, com § > 0 ou seja
Qg é contedido no primeiro quadrante.

A matriz jacobiana associada ao sistema é Jg(x) = (
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Analisamos se a condicdo de Lipschitz (existe v > 0 tal que
1 (y) = JE(2)|| <lly =zl Vy,z € Qo)

for satisfeita em €.

Sen3o temos de refinar €.

Usando a norma do maximo

1970 = el = (2720 2 )|

=max{|2(y1 — z1)[ + [2(y2 — )|, 211 — 21)} = 2Iy1 — z[ + 2]y> — z|.
Agora sendo que [y — z|lo = Uj% lyi —zi| e

[ JE(y) = JF(2)lloe = 2ly1 — 21| +2]y2 — 22| <
2max |y; —zj| +2max|yi — zi| < 4y — 2[o,

entdo vale a condic3o de Lipschitz em todo R? com « = 4. Ent3o sendo
também que F ¢ diferencidvel e o zero procurado estd em £y podemos
pegar um qualquer x©) com xl(o) >0e xéo) > 0 para ter a convergéncia
do método de Newton ao zero (com x; > 0) de F.

V2
0o )
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Escolhemos a aproximacio inicial x(© = (
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V2
0

F(x©) = < \fo +\0[ 2 ) ( _02 ) e portanto

IF(x)lo =2 > er.

Determinamos entdo x(!). Resolvendo: o sistema Jg(x(?)s = —F(x(®) e
depois obtemos x(!) como x() = x(® 4 s.

O sistema Jr(x(9)s = —F(x(®) ¢

(5 0)(2)-(3)

A solu¢do do sistema é s; = 0, s, = 2 Portanto

x(l)—x(0)+5—(\0@>+<g>—<\?)-

Observamos que [[x(1) — x|, = [|s]loc =2 > e2 €

IF )] = (fz_”z”) -1(5)].
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Observamos que com x(® = ( ) obtemos

=4 >¢€;.
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Precisamo ent3o computar x(2) = x(1) 4 s onde s = (51 s,)* é o vetor
solucio do sistema Jr(x(M)s = —F(x() que é

(55 1)(2)--(0)

_V2
A solugdo é s = 5 e portanto
-0.8
V2 V24
@ _ s V2 2\ (v x11314
* e <2>+<—0.8 1.2 '

Observamos que
[x®) — xD)|| . = max{|s1],|s2|} = max{0.2828,0.8} = 0.8 > ¢, e

0.72
(2) = =

Prosseguindo obteremos x(3) = ( }81%2 > , que tem

—\ —0.0141
x(3) é a solucdo achada do método de Newton associada ao ¢; = 0.1.
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F(x®) = ( 0.0495 > entdo ||F(x®)||s = 0.0495 < &;. Portanto
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