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Introducao

Na parte inicial desta aula apresentaremos uma comparacido entre os
método iterativos Jacobie Gauss-Seidel e entre eles e os métodos diretos
para a resolucdo de sistemas lineares.

Depois introduziremos os sistemas nao lineares.
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Comparagao completa entre o método de Jacobi e de Gauss-Seidel

Método de Jacobi, revisao

A expressdo explicita do método escrito pode ser escrita na forma
vetorial como x(k*1) = G x(K) 4 ¢; = (I = D71 A)x(K) + D~1p
e na forma escalar explicita como

b " 2 1 -
k+1 i j : ij (k j : k
. .o . J
ajj L. dii ajj T
J=1, J# J=1F#

porcadai=1,...,n.
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Comparagao completa entre o método de Jacobi e de Gauss-Seidel

Método de Gauss-Seidel

Usando a matriz de iteragdo Ggs = —(D+ L)~ U=1—-(D+L)"tA eo
vetor cgs = (D + L)~1b, o método de Gauss-Seidel no é (na forma

vetorial)
XU = Gesx) + s,

A sua expressdo linha por linha (na forma escalar)

1 i—1 n
(k+1) _ _ (k1) ()
X =5 bi— apg = D apx
! j=1 j=i+1

Aula 13 - Métodos lterativos e Diretos. Sistemas N&o Lineares

MS211 - Calculo Numérico



Comparagao completa entre o método de Jacobi e de Gauss-Seidel

Forma escalar do método de Gauss-Seidel

() = (b — a1 = agd)
Xz(kﬂ) = alz(bz - 321X1(k+1) - 323X3(k) cee T aznxrgk))

i—1 n
(k+1) _ 1 . L (k1) (K
Xi = bl—Zaqu _Zauxj
j=1 Jj=i+1

k+1 1 k+1 k+1 k+1
X,(, ) — = (b, — a,,lxl( ) _ an2x2( N ann—IX:S—l ))

ann
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Comparagao completa entre o método de Jacobi e de Gauss-Seidel

Algoritmo de Jacobi

Algorithm 1 Algoritmo do passo k + 1 de Jacobi
Require: y = x(), A= (a;), b= (b;)
fori=1,....,ndo

X; < bj;

fOI‘j — ].7 ceey I - 1 dO > Se i = 1 este ciclo ndo tem efeito
Xj <= Xj — ajjyj,

end for

forj=i+1,...,ndo
Xj < Xj — a,-J-yj;
end for
Xj Xi/aii;
end for
Output: x
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Comparagao completa entre o método de Jacobi e de Gauss-Seidel

Algoritmo de Gauss Seidel

Algorithm 2 Algoritmo do passo k + 1 de Gauss-Seidel
Require: x = x(K), A= (a;), b= (b;)
fori=1,....,ndo

X; < b;;

fOI‘j — ].7 ceey I - 1 dO > Se i = 1 este ciclo ndo tem efeito
Xj <= Xj — ajjXj,

end for

forj=i+1,...,ndo
Xj < Xj — ajiXj,
end for
Xi < xi/aii;
end for
Output: x
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Comparagao completa entre o método de Jacobi e de Gauss-Seidel

Comparacao entre o método de Jacobi e de Gauss-Seidel

@ O método de Gauss-Seidel resulta ser mais rapido de Jacobi
(necessita de poucas iteragBes para ter convergéncia), e isso
acontece quando a matriz A satisfaz o critério das linhas.

@ Se a matriz A tem todos os valores n3o nulos e a matriz de iteracdo
de Jacobi G; =1 — D71 A tem coeficientes positivos ou nulos, entdo
vale || Gos|l < |G|
Neste caso se o método de Jacobi converge, também Gauss-Seidel
converge e convergird mais rapidamente.
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Comparagao completa entre o método de Jacobi e de Gauss-Seidel

Comparacao entre o método de Jacobi e Gauss-Seidel

@ Note que a iteragao X,-(k+1) de Gauss-Seidel depende explicitamente

k+1) . . = N \
das xj( + ),_j =1,...,i — 1, que sdo esperadas ser mais préximas as
= o a (K . .
x; da solugdo, respeito as xj( ) do passo k anterior usadas em Jacobi.

@ Esta rapidez de Gauss-Seidel respeito Jacobi pode ser verificada

o k .
observando que a condigdo ||dr( )H < & acontece num nimero
inferior de iteracGes respeito ao Jacobi.

@ Porém esta rapidez sabe se que a convergéncia é mais
provavel que aconteca para o método de Jacobi que para Gauss-Seidel
{A matrizes para que Gauss-Seidel converge a solu¢do do sistema} C
{A matrizes para que Jacobi converge a solugdo do sistema}
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Comparagao completa entre o método de Jacobi e de Gauss-Seidel

@ O método de Gauss Seidel é mais eficiente no uso da memdria, ndo
necessitando arrays a mais respeito aqueles de input. Notamos em
vez que o método de Jacobi precisa um vetor a mais (y + X(k))
para ser implementado. Gauss Seidel em vez pode sobrescrever o
vetor de input x(k) para obter a x(k+1)

@ Uma iteracdo de Jacobi pode ser obtida mais rapidamente respeito
aquela de Gauss-Seidel. Isso porque o método de Jacobi é associado

a um algoritmo vetorial.
. k+1 .
Isso é, cada componente x,-( ) pode ser computada independente

k+1
das outras xj( *D Observa por exemplo que eu posso computar

k+1 k+1 h
X1( i ), X2( ™) a0 mesmo tempo sem esperar de obter xf ) para

poder computar x2(k+1)
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Comparagdo entre os métodos diretos e os métodos iterativos

Comparacao entre os métodos diretos e iterativos

Os métodos diretos:

@ determinam num ndmero (conhecido) finito de passos, na aritmética
exata (com um nimero infinito de digitos), a solu¢do exata do
sistema linear

@ Na aritmética finita a solugdo pode distar daquela certa (algoritmos
dos métodos diretos podem ser instdveis). O problema é que
qualquer método direto vai ser instdvel por algum tipo de matriz.
Por isso é necessario aplicar estratégias (como o pivotamento) para
reduzir a instabilidade do método.

@ S3o0 métodos custosos, sobre tudo quando a matriz A tem uma
estrutura (distribuicdo de elementos ndo nulos) ndo conhecida a
priori. Exemplo: Eliminagio de Gauss tem um custo de O(n®), se
em vez a matriz for triangular podemos resolver o sistema com um
custo menor O(n?).

@ Necessitam bastante memoria, podem necessitar de todas as n?
locagbes de memoria da estrutura da matriz inicial ...
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Comparagdo entre os métodos diretos e os métodos iterativos

Fill-in do método de eliminacao de Gauss

X
X
X
X

X O O X
O O X X
O O X X
3 3 3 X%
X X X X
X X X X
X X X X
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Comparagdo entre os métodos diretos e os métodos iterativos

Comparagdo com os métodos iterativos

Os métodos iterativos:
@ precisam que sejam analisadas as condi¢cbes de convergéncia

@ processo iterativo, num nimero infinito de passo chegaremos
a solucao exata, mas podemos chegar num nimero finito de
passos a uma aproxima¢ao com a tolerdncia pequena qualquer

@ nido precisam de mais memoria (ndo ha fill-in)
@ s3o métodos mais estaveis que os diretos

@ Tem custo computacional bem baixo quando a matriz
apresenta muitos zeros.
Esta é uma das vantagens principais respeito aos métodos
diretos.
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. " o . . o . a, normas e controle dos méto
Sistemas de equac¢des ndo lineares (Sistemas n3o lineares)

Sistemas de equacdes nao lineares

Estes sistemas de equac¢des sdo muito comuns nos problemas reais, eles
aparecem cada vez que as varidveis procuradas ndo dependem
linearmente entre eles.

Por exemplo, eles podem surgir quando precisarmos de encontrar dois ou
mais valores x, y, z,... que descrevem quantidades nos

@ fendmenos naturais (como a temperatura, pressdo, massa,
velocidade, tempo, distancia)

@ problemas geométricos (coordenadas, inclinacdes, dngulos)

@ problemas industriais (peso, resisténcia de materiais, temperatura,
pontos de ruptura, pontos criticos, tensdo elétrica, percentagens,
tempos, etc).
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. " o . . o . a, normas e controle dos méto
Sistemas de equac¢des ndo lineares (Sistemas n3o lineares)

Sistemas de equacdes nao lineares

Se as varidveis x, y, z, ... ndo fossem ligadas entre eles através equacdes
lineares (ou seja através equacdes onde aparecem somente a soma e
multiplicagdo para constantes, tipo a;x + biy + iz =d, i =1,2,..)
ent3o estaremos necessariamente no caso onde é preciso resolver varias
equacgdes ndo lineares ao mesmo tempo.

Cada conjunto de equacgdes n3o lineares que foram satisfeitas ao mesmo
tempo de incégnitas x, y, z,... ou xq, X2, X3,... chama se sistema de
equacdes n3o lineares, ou simplesmente sistema n3o linear.

O sistema linear Ax = b n3o é claramente um sistema n3o linear. Note
que axy * xp + bxg = ¢ é uma equagao nao linear

assim como x¥ 4+ x — 3 = x3

cos(x1) + x = =2,

log(x2) + x3 =1,

e™ — X1 = 4X2, e
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Exemplos

. ~ = 5 P Matriz Jacobiana, normas e controle dos métodos iterativos
Sistemas de equac¢des ndo lineares (Sistemas n3o lineares)

Sistemas n3o lineares, F(x) =0

Suponha de ter n incégnitas que indicamos com xi, x2, ..., X, e de
ter n equagdes nao lineares entre as varidveis, estaremos no caso
de ter o seguinte sistema ndo linear para resolver:

f(x1, X255 Xn)
fo(x1,x2, ..., Xn)

0
0

fa(x1,x2, ..., x,) =0

A func3o f; descreve a equagao ndo linear /.

Por exemplo se for n =2 e fi(x1,x2) = x1x2 + x1 + 1,

f(x1,x2) = X12 — 2 é como se quiséssemos encontrar xj, xp tais que
x1x0—x1+1=0

{ Xl2 —2=0

(Xl’X2) = (\/Z 1- \%)) € (_\/Z 1+ \%)

que tem duas solucdes
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Exemplos
. ~ = 5 P Matriz Jacobiana, normas e controle dos métodos iterativos
Sistemas de equac¢des ndo lineares (Sistemas n3o lineares)

Sistemas n3o lineares, F(x) =0

Note que o sistema

f(x1,x2,...,xn) =0
fa(x1,x2,...,xn) =0

fo(x1,x2,...,xn) =0
pode ser escrito simplesmente como F(x) = 0, onde x € R"” é um
vetor de dimens3o n que tem como elementos os x; incégnitos:
x = (X1,X2, ..., Xn)"
A funcdo F transforma os vetores em R” em outros vetores em R”,
ousseja F : R" — R”,
satisfaz

F(x)=F(x1,...,xp) = (fl(xl,...,X,,),fz(xl,...,x,,),...,f,,(xl,...,x,,))t
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Exemplos
. ~ = 5 P Matriz Jacobiana, normas e controle dos métodos iterativos
Sistemas de equac¢des ndo lineares (Sistemas n3o lineares)

Exemplos de sistemas nao lineares, interpretacao
geométrica

Diferentemente dos sistemas lineares, nao é conhecido um critério
para determinar a-priori se um sistema nao linear de n equacdes do
tipo fj(x) = 0 admite nenhuma, uma ou mais solugdes.

Por exemplo um sistema de duas equagdes n3o lineares e de duas
incégnitas xj, xo pode ter zero, uma, duas, trés ,...,k solucbes ou
até infinitas solugdes.

E possivel achar quantas solugdes o sistema tem, fazendo o grafico
dos pontos (x1,x2) que satisfazem as equagdes fij(x1, x2) = 0 com
i = 1,2 e ver quantas intersecGes existem.
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Exemplos
Matriz Jacobiana, normas e controle dos métodos

Sistemas de equac¢des ndo lineares (Sistemas n3o lineares)

Exemplos de sistemas com n = 2 equacdes nao lineares

{ fi(x1, %) = x? +X2 2=0
f(x1, %) =x2—x2=0
descreve o conjuntos de pontos que distam /2 da origem (0, 0). Ou seja
o grafico de fi(x1, x2) = 0 descreve a circunferéncia de centro (0,0) e
raio v/2. Em vez a segunda equacdo descreve os pontos que se
encontram na pardbola de equagdo x; = x? que tem vértex na origem.
Observando os graficos notamos que temos duas solu¢des do sistema,

porque os graflcos intersecam-se em dois pontos.
r34+23-2=0

Notamos que a primeira equacdo

1‘2—1‘1=U
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a, normas e controle dos tivos

Sistemas de equac¢des ndo lineares (Sistemas n3o lineares)

Exemplos de sistemas com n = 2 equacdes nao lineares

2 2 _
x12+x2274
X L%
2 9

Este sistema tem 4 solu¢bes. Note que as solu¢des s3o as intersecoes da
circunferéncia de raio 2 e centro na origem e de um elipse de equacdo

2 2
% + %2 = 1 que ent3o tem semi eixos de medida V2 ao longo do eixo x3
e de medida 3 ao longo do eixo x». A elipse é centrada na origem.
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Exemplos
Matriz Jacobiana, normas e controle dos métodos iterativos

Sistemas de equac¢des ndo lineares (Sistemas n3o lineares)

x5 —x1+1=0
A primeira equagdo pode ser escrita como x; = xZ — 0.2 portanto
descreve os pontos ao longo de uma pardbola com vértex em (0, —0.2)
com concavidade por cima. A segunda equagdo pode ser escrita como
x1 = x2 + 1 e portanto é uma parabola com concavidade a direita no
plano xyx; e vértex em (1,0). Portanto ndo existem intersecdes, veja o
grafico. O sistema n3o tem ent3o solucdes.

T2 22 —19—02=0

-2 +1=0

{ x12—x2:O.2
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Exemplos

Sistemas de equac¢des ndo lineares (Sistemas n3o lineares)

Matriz Jacobiana de F

Seja F: D C R" — R” a fung¢do que descreve o sistema n3o linear e
x € D um ponto no dominio da F.

Matriz Jacobiana, normas e controle dos métodos iterativos

Definicao Matriz Jacobiana

7

Chama se matriz jacobiana de F no ponto x o simplesmente Jacobiana
de F em x a seguinte matriz de dimensdo n

Mx) Sh(x) ... Bhi(x) V(x)
JFx)=| 22(x) 2&(x) ... 2&(x) | = szf(x)
() g2l . e V£ (x)

Denotado com Vfi(x) € R” o gradiente de f em x ou seja,

Vii(x) = (g)’:’l(x) gxf/z(x) g—g(x))t. Temos também
Jr(x) = (VAKX)" VhH(x)" ... Vh(x)")"

O Jacobiano estende o conceito de derivada para funcdes n—dimensionais
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Exemplos
si . ~ X P Matriz Jacobiana, normas e controle dos métodos iterativos
istemas de equacdes n3o lineares (Sistemas n3o lineares)

Exemplo de Jacobiano associado a um sistema nao linear

—2x13 +2x0 + x3 =2
4-X1 — 2X2 =-1
—x3+x1 =0
Observamos que o sistema pode ser escrito assim

fl(X):—2Xf+2X2+X3—2:0
f(x) =4x1 —2x+1=0
f(x)=x1—x3=0

Portanto o Jacobianode F = (A4 £ £)' num ponto
x = (x1,x0,x3) € R3 é

—6x} 2 1
JF(X) = 4 -2 0
1 0 -1
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