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Introducao

Nesta aula concluiremos a andlise dos critérios que garantem a
convergéncia do método de Jacobi. Depois apresentaremos o método
iterativo de Gauss-Seidel para a resolugdo de sistemas lineares quadrados
Ax = b. Este método resulta ser, na sua implementac3do, similar ao
método de Jacobi, mas é na maioria dos casos mais rdpido do método de
Jacobi.

A construc3do deste método vem de um diferente splitting da matriz A
respeito aquele utilizado no método de Jacobi.

Daremos alguns critérios para ter a convergéncia deste método.
Apresentaremos também os algoritmos dos métodos de Jacobi e Gauss
Seidel e comparemos assim os dois métodos.
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Método de Jacobi ncia do método de Jacobi

Método de Jacobi, revisao

A expressdo explicita do método escrito pode ser escrita na forma
vetorial como x(k*1) = G;x(K) - ¢; = (1 = D1 A)x(K) + D~1p
e na forma escalar explicita como

b " a 1 ‘
k+1 i i (k k
i . Z O .. Z U7
ajj . dii aji i
J=1, J# J=1j#

porcadai=1,...,n.
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Criterio das linhas, condicao suficiente para a convergéncia

Definicao

A € R"™" diz-se com diagonal estritamente dominante por linhas (ou que
n

satisfaz o critério das linhas) se e sé se |a;;| > E |ajj| por cada

_ J=Lj#i
i=1,...,n

Proposicdao (1° condicao suficiente para a convergéncia)

Se a matriz A for com diagonal estritamente dominante por linhas (ou
equivalentemente se satisfazer o critério das linhas)
entdo o método de Jacobi converge.
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Critério das colunas: outra condic3o suficiente para

convergéncia do método de Jacobi

Definicao

A € R™" diz-se que tem a diagonal estritamente dominante por colunas
(ou que satisfaz o critério das colunas) se
n

|a| > Z laj|, porcadaj=1,....n
i=1, i

Proposicao 2° Condicao suficiente para a convergéncia

Se a matriz A for com diagonal estritamente dominante por colunas (ou
equivalentemente se satisfaz o critério das colunas)
entdo o método de Jacobi converge.

Demonstracao.

Prova se que a hipdtese implica que ||G||1 < 1 e portanto o método de
Jacobi converge. Porque cada método xx11 = Gxx + ¢ com [|G]| < 1
converge.
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Exemplo de sistema que satisfaz o critério das colunas

3xq +4xo+x3 =3
X1 —6x0 +2x3 = —2
X1 +Xo — 4X3 =4

Note que este sistema nao satisfaz o critério das linhas porque
la11] = 3 # |a12] + |a13] = 5,

mas satisfaz o critério das colunas porque

la11] =3 > |ap1| +|as1| =1+ 1= 2;

‘322‘ =6> ’312’ + |a32] =4+1=5;

las3| = 4 > |a13| + |axs| =1 +2=3.

Portanto o método de Jacobi convergira.
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Diagonal dominante por linhas n3o estritamente (critério

das linhas fraco)

Definicao

Uma matriz A tem a diagonal dominante por linhas (critério das linhas
n

fraco) se por cada i =1,...,n tem |a;| > Z |ajj|

J=L#i
e se ao mesmo tempo existir pelomenos um s = 1, ..., n tal que
n
|ass| > Z |asj]
Jj=1,j#s

2 1 -1

Veja que a matriz A = 1 5 —3 | édiagonal dominante por linha
2 -3 6

com s = 2,3, mas nao estritamente, porque
la11| = 2 = |ag2| + |a13| = 2,
laxo| =5 > |ap1| + |axs| = 4
|as3| = 6 > |az1] + |as2| =5
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Diagonal dominante por colunas nao estritamente

Definicao
Uma matriz A diz-se que tem a diagonal dominante por colunas
(critério das colunas fraco) se por cada j =1,...,n tem

n

lagl > D ayl
i=1,i#j
e se ao mesmo tempo existir pelo menos um s =1, ..., n tal que
n

|ass| > Z |ais|

i=1,i#s
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

39 Condicao suficiente para a convergéncia do método de

Jacobi

Proposicao 3¢ Condicao suficiente para a convergéncia

Se a matriz A tem todos os coeficientes ndo nulos e se for com
diagonal dominante por linhas ou por colunas (ou equivalentemente
se satisfaz o critério das linhas ou das colunas fraco)

entdo o método de Jacobi converge.

Exemplo:
X1 +x=4
X1 —4xo = —6
: 1 1 ) ) o )
A matriz A = 1 4 do sistema satisfaz o critério das linhas

fraco, e tem todos os aj; # 0 portanto é esperado que o método de
Jacobi convirja.
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Resolvendo o sistema com

X1+ X2 =

{ X1—4X2:

6 com Jacobi:

Tomamos por facilidade nos célculos x(® = (0, 0)t

6 _
6 =15

==

(4—15)=25
7(—6—-4)=25

1.5

17
8

15
8

15
8

~ 2
~ 2

X2 222 (b2 — 321X ) =

X1(2) = ai(bl - 312X2( )) =
2 1

X2( ) = 322([32 — 821X1( )) =
3 2

X:f; = o (b= 312X§2)) =

X1(4) = o-(b1 — 312X2(3)) =

X = on(b2 —ax”) =

Portanto notamos que o método de Jacobi estd convergindo a

solugdo tedrica x = (2, 2)*.
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Método de Jacobi Convergéncia do método de Jacobi

Se considerdssemos o seguinte sistema com a mesma soluc3o
x=(2, 2)t

x1 —4xp = —6
x1+x =4

Notamos que n3o satisfaz nenhum dos trés critérios de colunas ou
linhas vistos.

Se mesmo assim aplicdssemos o método de Jacobi obteremos,
partindo de x(®) = (0, 0)* :

xM) = (=2, 3)t
x? = (6, 6)t
x() = (18, —2)t
x®) = (—14, 14)t

Entdo o método de Jacobi ndo estd convergindo a solucdo certa do
sistema. Os vetores x(¥) estdo crescendo sempre mais indo sempre
mais longe da solucio certa. Os x(k) est3o divergindo.
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Comp: 3o na implementacdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Métodos iterativo de Gauss Seidel, Splitting

O método iterativo de Gauss Seidel é ainda do tipo
xk+1) = Gx(F) 4 ¢

e tal que o ponto fixo de ¢(x) = Gx + ¢ é a solugdo do sistema linear
Ax = b.

A diferenca entre este método e o método de Jacobi estd na escolha da
matriz de iteracdo G e do vetor c.

Usaremos agora o splitting A= D + L+ U onde D é a matriz diagonal de
A, L é a parte triangular inferior, e U é a parte triangular superior de A:

a 0 0 - L 0
1n . a1 0 o . 0
a a 0 . 0
D— L= 31 32
ann ap -+ e+ apgp—1 O
0 app - B ain
0 0 a3 e az,
U= . . . L . , Note que L e U tem 0 na diagonal principal
. - . an—1n
0 0 c S 0
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30 na implementa¢do respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel

Splitting A = (D + L) + U, construgdo do método de
Gauss-Seidel (GS)

Note que se for a,-,- # 0 porcada i=1,...,n, entdo a matriz D + L tem
det(D + L) = Ha,,;éo

portanto (D + L) é o adendo do splitting de A nido invertivel entdo de
(D + L+ U)x = b obtemos (D + L)x = —Ux + b e multiplicando por a
inversa de D + L obtemos x = —(D + L)"1Ux + (D + L)~ 1b.

Portanto com Ggs := —(D + L)7'U e cgs := (D + L) 'b
o método de Gauss-Seidel é

X+ = Gesx¥ 4 cgs
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Varias formas da matriz de iteracao Ggs. Comparacdo com
o método de Jacobi

Ggs = —(D + L)_lU

Sendo que U= A — (D + L), temos que
—(D+ L) WW=-(D+L)"YA-(D+L)=I-(D+L)A
portanto tem esta outra forma da matriz de iteragdo

Ges =1 —(D+L)A.

Note a similaridade entre as matrizes e os vetores dos métodos de
Jacobi e Gauss-Seidel

Jacobi Gauss — Seidel
GJ:I—D_lA GGSZI—(D+L)_1A
cyj=D71b cs = (D+L)'b
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Métodos iterativo de Gauss Seidel

Forma do método com residuo

Sabemos que um método iterativo x(k*1) = Gx(k) 4+ ¢ pode ser
escrito em funcdo do residuo: x(kt1) = x(k) - (] — G)A=1,(F),
onde r(k) = p — Ax(K) é o residuo ao passo k.

No caso de Gauss Seidel com G =/ — (D + L)~ A obtemos a

expressdo do método com residuo:

xes' = xes +(D+ 1)
Em vez o método de Jacobi é

XSkH) = xgk) + D~ 1K)
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Métodos iterativo de Gauss Seidel

Forma escalar do método de Gauss-Seidel

Usando as expressdes Ggs = —(D + L)"*U, cgs = (D + L)~ 1b, e do
método
xUF) = Gesx® + cgs,
obtemos, multiplicando por D + L,
(D + L)xt+D) = — yx(k)

e por isso linha por linha obtemos ((D + L)x +1)); = (b — Ux(K);

aj i>j
Notamos que (D + L); = voo=
qu ( + )U { 0 i<j
Portanto por i = 1,...,n, temos
(k+1) (k+1)
aji X; +ZaU Z aU
Jj=1 j=i+1

- . k+1
e ent3o isolando x,.( +1)

i—1 n
ky1) 1 o NG NO)
e Z A% > X

j=it+l

no primeiro membro, obtemos
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi

Métodos iterativo de Gauss Seidel Converg
Forma escalar do método de Gauss—SeldeI
X{kﬂ) = ﬁ(/h - 312X2(k) cee T alnX:Sk))
X2(k+1) _ alZ(b2 _ a21Xl(k-nrl) _ 323X3§k) ...—a ,,x,(, ))
k+1 i—1 k+1 n
X = % (bi T 2=1 aijxj( - 2j=it 3% 5 ))
Xr(7k+1) = i( n — an1X1(k+ ) an2X(k+1) .. — dpn— lx(k+1))

Micro-passos dentro o passo (k 4+ 1) do metodo
1) Obtemos antes xl(kH) usando os x,-(k) comi=1,...,m

2) Obtemos x. ( 1) usando xl(kH) e xj(k) comj=2,...,n

i) Obtemos x,-(kH) usando xj(kH) anteriores (j=1,...,i —1) e os xj(k)
comj=i+1...,n
n) Computamos x,(,kH) usando os xj(k“) comj=1,...,n—1
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Comparagdo na implementac¢do respeito o método de Jacobi.
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Forma escalar do método de Jacobi

k+1 k k
Xl( +1) = %u(bl — 312X2( ) — al,,x,(, ))
k+1 k k k
x2( )zaim(bz—amxf)—amxé)u — anxy)
k+1 k k k
X,(7 ) — %M(b" - a,,1X§ ) an2x2( R a,,,,,lxr(,_)l)
Posso computar XI-(kH) sem esperar de computar os outros XJ( +1)
com j # i,

é um método vetorial, tem uma rapida execucao nos computadores.
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Comparagdo na implementac¢do respeito o método de Jacobi.
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Algoritmo de Jacobi

Algorithm 1 Algoritmo do passo k + 1 de Jacobi

Require: y = x(), A= (a;), b= (b;)
fori=1,...,ndo

Xj < bj;

forj = ].7 ey i—1do > Se i = 1 este ciclo ndo tem efeito
Xj < X; — ajjyj,

end for

for j=i+1,...,ndo
Xj < Xj — a,-jyj;
end for
Xi < Xxi/aji;
end for
Output: x
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Comparagdo na implementac¢do respeito o método de Jacobi.
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Algoritmo de Gauss Seidel

Algorithm 2 Algoritmo do passo k + 1 de Gauss-Seidel
Require: x = x(K), A= (a;), b= (b;)
fori=1,...,ndo

Xj < bj;

forj=1,...,i—1do b Se i = 1 este ciclo no tem efeito
Xj < Xj — ajjXj,

end for

for j=i+1,...,ndo
Xj < Xj — ajiXj,
end for
X < xi/aiji;
end for
Output: x
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Comparagdo na implementac¢do respeito o método de Jacobi.
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Exercicio

51 +x+x3=5
3X1 —|—4X2 + X3 =6
3X1 + 3X2 + 6X3 =0
achamos uma solugdo com um erro relativo d, entre duas aproximagdes
consecutivas menor da tolerdncia ¢ = 0.05.
Usamos x(®) = (0,0,0)¢, em cada passo

X:Ekﬂ) = %(5 - 312X2(k) - 313X§k)) = %(5 - Xék) - X3(k))

(Hl) = %(6 - 321X1(k+1) — a4 3X(k)) = %(6 - 3X£k+1) - X3(,k))
X§k+1) — 10— 831X1(k+1) 257 X(k+1)) — 10— 3X1(k+1) B 3X2(k+1))_
No primeiro passo k =0 obtemos
WW=5=1 x{V=15-2-0=3-3=3=075
XD =-05.1- 985 = _g — —0.875

max \x,.(l) - x,.(0)|
T
max |x; |

i=1,.

N
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Comparagdo na implementac¢do respeito o método de Jacobi.

Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

No segundo passo k = 1 obtemos

X =1-02-075+02-0.875 =1.025

X2 =15-0.75-1.025 4+ 0.25 - (0.875) = 0.95

X2 = —05.1.025—0.5-0.95 = —0.9875.

Notamos que

|X1(2) — x1(1)| = 0.025; |X2(2) — X2(1)| =0.2;
. max |Xi2 _Xil |

portanto d\?) = =leon = %2 =0.1951 > ¢.

max \X,.(z)\ Lo
i=1,...,n

XD 5P| = —0.1125

No terceiro passo x> = 1.0075, x* =0.9912, x{* = -0.9993 e

temos d¥ — max(0.0175i'g(.)9;ll2,0.0118) 10,0400 < <

A solu¢3o achada é x = (1.0075,0.9912, —0.9993)

MS211 - Calculo Numérico Aula 12 - Método de Jacobi e de Gauss-Seidel 23 /31



Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Condicoes suficientes para garantir a convergéncia

As seguintes trés condigcOes garantem a convergéncia do método de
Gauss-Seidel
@ A tem diagonal estritamente dominante por linhas, ou seja
n

|aji| > Z |aj| (critério das linhas)
=L

@ A tem todos os coeficientes ndo nulos e tem a diagonal dominante
n

por linhas, ou seja |a;;| > Z |ajj| e existe s tal que
J=1j#i
|ass| > Z}’:l,#s |asj| (critério das linhas fraco)

@ A satisfaz o critério de Sassenfeld |6i] < 1 porcada i=1,...,n
Z|3U|BJ + Z |ajj]
onde 3 = Z |31,| = =i i=2 n
|a 11| |aii o

Note que o critério das ||nhas é um subcaso do critério de Sassenfeld.
Portanto as matrizes que satisfazem o critério de Sassenfeld sdo mais daqueles que satisfazem o critério das linhas.
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Propriedades dos (3;, Reducao do erro, e convergéncia com
o critério de Sassenfeld

Considere os f3; do critério de Sassenfeld

i—1 n
_ n |ay] i laglBi Y el -
Bl — Z . Bi - > 2 I = 27 .

j=2 |an|’ [aii ’

N

Sejam {x,-(k)} as iteragdes obtidas do método de Gauss-Seidel, denotamos

(k) . (k)
=X

OS €erros no passo k: €; — X,

.....

Os ; de Sassenfeld permitem de achar como variam os erro e
componente i no passo k + 1 em funcio do erro E():

(k+1)

i

das

|el_(k+1)‘ < B;E(k) porcadai=1,...,n

e por isso vale sempre que E(k+1) < gE(K)

onde f = max f;. Estes desigualdades em cima valem sempre
1= n

=1,...,

(independente se os 3; foram menores de 1).
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Propriedades dos (3;, Reducao do erro, e convergéncia com
o critério de Sassenfeld

Se valesse o critério de Sassenfeld (ou seja § < 1) teremos a
reducdo na norma do maximo dos erros em cada passo

EGHD) < gtk « E(K)

e teremos convergéncia porque E() < gKE(©) e portanto
lim E(®) = 0. Note que este implicaria lim xi(k) = x; e portanto
k—o00 k—o00

teremos a convergéncia do método:

lim x*) = x.
k—o0
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Exemplo

Considere o sistema

x1 +0.5x —0.1x3 = 0.2
0.2x1 + x0 — 0.2x3 = —2
—0.1x —0.2x% +x3 =1

/31 _ |312||;1r1“313| 0.5+0.1 —06<1
By = |a21|é1+|\313| _ 02*0 6+02 —032<1
By = |a31|5‘1+\332|52 0. 1*0 6+0 2:032 _ (9124 < 1

as3]
Entdo o critério de Sassenfeld é satisfeito e por isso o método de
Gauss-Seidel aplicado a este sistema linear convergira.
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

E se nao valer o critério de Sassenfeld...

As vezes é suficiente trocar as equagles e as incognitas do sistema para
ter um sistema que satisfaz o critério de Sassenfeld. Por exemplo

2x1  +x +3x3 =9
—Xo  +x3 = -2
—X1 +3x3 =3

temﬂlz%:2>l.
Observamos que trocando a primeira com a terceira equagdo e a primeira
coluna (ou a primeira varidvel x;) com a terceira coluna obtemos um
sistema do tipo

3X3 —X1 =3

X3 —X2 =-2

3X3 —|—X2 —|—2X1 = 9

tem51:%<1, Br = :%<1

2
_ 1(ql 1y _ 104y _ 2
O3=3033+13)=3(3)=5<1,
Se também por cada troca o critério ndo valesse, ndo se pode garantir a
convergéncia do método.

o
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Computar os 3; no algoritmo de Gauss Seidel

Note que os ; podem ser computados dentro o seu algoritmo de
Gauss-Seidel adicionando linhas nos ciclos
"for'j=1,...,i—1,i+1,....n

ﬁ,’ +~0

forj=1,...,i—1do

Bi + Bi + |aj|5;
end for
forj=i+1,...,ndo

Bi < Bi + |aij\
end for
c Bi
Bi |aiil
Se algum f3; for maior de 1 poderemos forcar a paragem por falta de
garantia da convergéncia. Se bem o método poderia ainda convergir...
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de Jacobi
Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Critério das linhas

Se A satisfaz o critério das linhas entdo o método de Gauss Seidel
converge, note que isso acontece porque

criterio das linhas — critério de Sassenfeld

Isso porque se A for com diagonal dominante por linhas
estritamente (ou se satisfaz o critério das linhas):

@ Na primeira linha temos |a11| > 27:2 |ay| e isso implica

,31 <1
. +3°7 5 |ag +307 3 |2
@ Na segunda linha ‘azlml‘a%lf*?"am 21| |§212|*3|a2j‘ <1,a

ultima desigualdade é valida sendo que por a dominag3do da
. . n
diagonal na segunda linha teremos |ax| > [a21] + Y73 |aa)]

o
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Comparagdo na implementagdo respeito o método de J

Métodos iterativo de Gauss Seidel Convergéncia

Mas existem também sistemas que nao satisfazem o critério das
linhas mas que satisfazem o critério de Sassenfeld

3X1 —X3 =3
x| —Xo =1
3X1 —+Xo —|—2X3 =9

By = laiz|+|a13] _ % <1

[a11]

1
fo = l2mlienl = 1 = S <1
p3 = %(’331’/314- las2|f2) = %(%) — % <1
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