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Método de Eliminagdo de Gauss com pivotamento
Algoritmo

Algoritmo otimizado no uso da memoria

Require: n, A= (a;), b= (bj)
fork=1,....,n—1do
Determinar o indez i € {k,k+1,...,n} tal que
(k=1), (k—1)
& 1= max la |

Trocar linha k do sistema com a linha 7
fori=k+1,...,ndo
(k—1)

a

m = =y,
g
djk < m,
b,' = b,' — mbk;

forj=k+1,...,ndo
ajj = ajj — M- ay;
end for
end for
end for
O algoritmo permite de gravar todos os passos na mesma estrutura (A|b)

sem necessidade de nova memoria respeito aquela disponivel do input.
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Fatorag¢do de matrizes Fatoragdo LU

Fatoracao

Definicao (Fatoracdo de uma matriz)

Se existem duas matrizes "simples”C e D que sdo fatores de A ou
seja tais que A= C - D
entdo a decomposicdo A = C - D chama se fatoracao da matrix A

Considere o sistema linear Ax = b com A = C - D Notamos que os
seguintes problemas sio equivalentes

(passo 1), resolver Cy = b;

Ax=b = CDx=b— (passo 2), usa y do passo 1 e resolve Dx = y;

Chamaremos a seguir este ultimo algoritmo: estrategia dos dois passos
para resolver sistemas lineares com A fatorizavel.
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Fatorag¢do de matrizes Fatoragdo LU

Vantagens da Fatoracao na resolucao de sistemas lineares

@ Se as matrizes C e D tem uma estrutura conhecida e simples, como
as matrizes diagonais, triangulares ou em geral com uma
distribuicao de zero conhecida a priori, entdo serd mais simples
resolver os dois sistemas Cy = b e Dx = y respeito ao resolver o
sistema completo Ax = b

@ Uma vez que temos a fatoracdo da matriz A podemos resolver com
minimo custo todos os sistemas to tipo Ax = b, Ax = ¢, Ax =d,
com b, ¢, d vetores diferentes. Usaremos sempre a estrategia dos
dois passos vista anteriormente.

Esta estrategia dd4 uma vantagem enorme porque permite de poupar
o custo computacional, respeito a :

e aplicar cada vez o método de eliminacdo de Gauss, que tem
um custo O(n%),
o usar o método de Cramer que tem custo O(n").
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Fatorag¢do de matrizes Fatoragdo LU

Vantagens da Fatoracao na resolucao de sistemas lineares

@ Note que se os fatores C e D foram triangulares
(como vai ser na fatoragdo LU)
o custo da estrategia dos dois passos para resolver Ax = b tem
custo n® + n? = 2n* = O(n?)

Aplicar o método de eliminacdo de Gauss para resolver trés sistemas
terd um custo 3- O(n3) em vez com a estrategia dos dois passos
com os fatores triangulares C, D conhecidos teremos um custo de
6n> = O(n?).
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Fatorag¢do de matrizes Fatoragdo LU

Uso da fatoracao para obter a inversa de matrizes

A fatorac3o pode ser usada também para achar a matriz inversa A~L.
Porque a matriz A~! corresponde a tinica matriz X € R"*" tal que

AX = | onde | é a matriz diagonal com todos 1 na diagonal.

Se indicamos com x; € R"” as colunas de X teremos que AXx; = &; onde

& = ( o --- 010 --- 0 )t € um vetor coluna que tem todos
zeros e tem 1 somente na posi¢cao com indez i.

Se foram conhecidos os fatores C e D da matriz A, podemos achar os X;,
como solucio de Ax; = &;, com um custo computacional do tipo
n-0(n%) = O(n®) que serd sempre menor do custo de resolver n sistemas
com eliminago de Gauss que terd em vez um custo nO(n®) = O(n*).
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Fatoragdo de matrizes Fatoragdo LU

Fatoracao LU e eliminacdo de Gauss

Definicao (Fatoracdo LU)

Uma matriz A € R™" tem fatoracdo LU se existem a matriz
triangular inferior L € R"" com 1 na diagonal principal, e a
matriz triangular superior U € R™" tais que A=L- U.

O método de eliminagdo de Gauss cldssico pode ser utilizado para
achar a fatoracdo do tipo LU da matriz A.
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Fatoragdo de matrizes Fatoragdo LU

Fatoracao LU e eliminacdo de Gauss

Durante o método da eliminagdo (cldssico) de Gauss se gravamos
(k—1)

todos os multiplicadores mj, = % podemos construir a matriz L
Ak

da fatoracdo LU da matriz A.

A dltima matriz obtida do método, ou seja A("_l), é a matriz
triangular superior U da fatoragdo.

Vale o seguinte teorema...
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Fatoragdo de matrizes Fatoragdo LU

Teorema da fatoracdo LU

Seja A uma matriz n3o singular tal que det(Ax) # 0, onde Ay é formada
das primeiras k linhas e colunas de A, com k =1,...,n, entdo existe
uma Unica fatora¢do LU de A, que é obtida com

mo1 1 0 . . 0
ms3; msp 1 0 s 0
L =
: 0
mpy Mmpp e e My -1 1
0 0 0
B T
0 ) e g
U:A(nfl): : : -
(k—1) (k—1)
0 0 e akk . akn
Lo 0 S
0o 0 -~ 0 0 apt
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Fatoragdo de matrizes Fatoragdo LU

Algoritmo da fatoracdo LU sem fill-in

Modificamos o algoritmo da eliminagdo de Gauss para gravar os
multiplicadores mj, na parte triangular inferior da matriz A. Note
que esta parte da matriz ndo € utilizada apos a elimina¢ao de
Gauss, porque continha somente os zeros.
Require: n, A= (a;), b= (b;)
fork=1,....,n—1do
fori=k+1,...,ndo

(k—1)
a,
m = k—;
aik )
djj < m;
b,' = b,' — mbk;

forj=k+1,...,ndo
ajj = ajj — M- ay;
end for
end for
end for
Output: (L)isj = (3j),5; » (U)i<j = (ai),< ;
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Fatoragdo de matrizes Fatoragdo LU

Fatoracao e o método de eliminacdo de Gauss

Sendo que o método de eliminacdo de Gauss pode ser usado para
achar a fatoracdo LU da matriz dos coefficientes A do sistema,
teremos que

o custo computacional para achar a fatoracao LU é

203 + L tn=0(n%).

Portanto a vantagem computacional da fatoragdo respeito o
método de eliminacido de Gauss reside somente quando queremos
resolver mais sistemas lineares do tipo

Ax = b

com a mesma matriz A dos coeficientes e com b que varia.
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Fatoragdo de matrizes Fatoragdo LU

Exemplo de resolugcao do sistema linear com a eliminagao
de Gauss e com gravacao da fatoracao LU

3x1+2x% +4x3 =1

Considere X1+X2+2x3=2 my = % =3 ma= & — 3
4x1+3x +2x3 =3 n

a£12) =ap—mypap=1- %2 = % 323) = a3 — Mp1a;3 =2 — %4 %

8 =ap—mnap=3-42=1 &) = s —maas=2-44= -1

bgl):b2—m21b1:2—%1:%; b(l)—b3—m31b1—3—71 %

Gravando os my; e ms3; nas posicdes (2,1) e (3,1) obtemos no passo 1 a

3 2 4 1

— 1 1 2 5
estrutura (AM)|p(1)) = 3 3 3 3
4 1 1045

3 3 313
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Fatoragdo de matrizes Fatoragdo LU

(1 1
No segundo passo obtemos somente o multiplicadar ms; = % = % =1
ax» 3
e os coeficientes
agg):agg)—myag):—%—%— —4, b b(1 —ms b(1 2-2=0
Assim levando o ms3; na posicgo (3 2) da matriz teremos no fim do
3 2 411
. 1 1 215
segundo passo a estrutura (A@[bP)=| 3 3 3 |3 | entiol
4
- 1 —-4]|0
3

serd uma matriz triangular inferior com 1 na diagonal principal e com a
sua parte inferior que é igual a parte inferior da matriz A(2):

1 00

L= 3110
1
3

o W

e U é a parte triangular superior de A®: U = A®) =
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Fatoragdo de matrizes Fatoragdo LU

A resolucdo do sistema sera sempre baseada no resolver

Al=Dx = p(n=1) que é 0 mesmo que resolver Ux = L~1b, ousseja
temos A" 1) = U mas também b("~1) = [~1p,

No nosso exemplo, o sistema triangular superior final é

3 2 4 x1 1

1 2 _ 5
0 3 3 e | =13
0 0 —4 X3 0

Da dltima equagao obtemos x3 = 0,
Da segunda obtemos: x, = %%%'0 =
Da primeira equacio obtemos ’

3X1+2X2+4X3:3X1+10:1—>X1:—%:—3

5
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Resolug3o de Sistemas Tridiagonais, Método de Thomas

Matrizes e Sistemas Tridiagonais

Uma matriz A € R™" que tem trés diagonais como na figura em

baixo
a a
b a o
bz a3

bn—l an—-1 Cp—1
bn  an

chama se matriz tridiagonal. Estas matrizes sdo caraterizadas em
ter aj =0 paracada i,j€1,...,ntal que |i —j| > 1.

Um sistema linear Ax = b com A matriz triadiagonal é dito
sistema tridiagonal.
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Resolug3o de Sistemas Tridiagonais, Método de Thomas

Método de Thomas

O método (ou algoritmo) de Thomas é um método direto para
resolver sistemas tridiagonais.

Este método pode ser visto como uma estrategia para determinar
rapidamente a fatoracdo LU de matrizes tridiagonais.

Por causa da presenca de muitos zeros (esparsidade) na matriz A
este método a diferenca do método de eliminacdo de Gauss tem
um custo computacional baixo de O(n).
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Resolug3o de Sistemas Tridiagonais, Método de Thomas

Fatoracao LU de matrizes tridiagonains usando o Método
de Thomas

1 a1 G
B 1 az @
A=
Bn—l 1 Qp—1 Cp—1
Bn 1 Qp
L U
onde
&1 = a1,
b; .
/Bi: € ai:ai_ﬁicifla porI:2,...,n
a1
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Resolug3o de Sistemas Tridiagonais, Método de Thomas

Método de Thomas

Dado o sistema linear Ax = b onde b = (b1, ..., by)" é o vetor dos
termos independentes, a solugdo do sistema pode ser obtida
resolvendo os sistemas lineares triangulares:

ly=b elUx=y

Usando as matrizes L e U obtidas na slide anterior, concluimos que

y1:l_31, y,-:B,-—ﬁ,-y,-_l, comi:2,...,n

Yn Yi — GiXiy1 .
Xn = —, Xi:7+, I=n—-1,...,1
Qp a;

Esta método de Thomas, permite de calcular a soluciao de sistemas
lineares tridiagonais com O(n) operagdes aritméticas.
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