MS211 - Atividade 04 - Turmas L e M - Gabarito

Questao 1: Considere a seguir trés sistemas lineares de dimensdo 6 do tipo Ax = b, sendo o vetor

b=(1,1,1,1,1,1)", com matriz A = (a;;); j=1,..6 dada como segue em cada caso:

, set=17]
(1.1) ajj = -1, se ‘i—j‘zl

0, nos outros casos

-2, sei =

(1.2) Qjj = 0.5, se ‘Z —j‘ =1
0, nos outros casos
2, sei =]

(1.3) Q5 = 2, se |Z —]| =1

0, mnos outros casos

Para cada sistema linear Ax = b associado as matrizes acima, pede-se:

a) Verifique sobre a convergéncia, ou nao, dos dois métodos: Jacobi e Gauss-Seidel. Em qualquer caso,

motive e justifique sua resposta.

b) No caso positivo de convergéncia aplique o método iterativo correspondente, calculando uma apro-
ximacgao =(®) da solugao em cada caso, tal que o residuo ||r®)|| = ||b — Az*)|| seja menor do que a
tolerancia ¢; = 1072 na norma do méiximo, e ao mesmo tempo também seja satisfeito o critério das

3

distancias relativas como segue,

g l|z®) — 2F=1)||
12 oo

< €3, tal que ey = 1071

¢) Em relagao ao item (b), faca, para alguma iteragao k incluindo a primeira iteracdo, a impressao das
solugoes, distancias relativas e residuos achados, imprimindo ao final o nimero total de iterages para

o qual o critério de parada foi satisfeito, e a solugao final achada.

Solugao:
(1.1) Utilizando a defini¢do dos elementos da matriz A, o sistema linear Az = b pode ser escrito como
2 -1 0 0 0 O x 1
-1 2 -1 0 0 O T2 1
0o -1 2 -1 0 O T3 1
o 0 -1 2 -1 0 24 1
o o0 0 -1 2 -1 Ts5 1
o 0 0 0 -1 2 T6 1




a) Vamos verificar se a matriz A é convergente quando utilizamos o método de Jacobi, ou seja, se
satisfaz o critério das linhas, e quando utilizamos o método de Gauss-Seidel, ou seja, se satisfaz

o critério de Sassenfeld.

Para o critério das linhas, seja ay = ﬁzjzl,n?gk lagj]. Se o = max ap < 1, V1 < k < n,
entao o método de Jacobi gera uma sequéncia {:z:(k)} convergente para a solugao do sistema dado,

independentemente da escolha sa aproximacao inicial, z(?). Entéo, para a nossa matriz A, temos:

b

—1[+]|-1 —1|4+[-1
a1 = —5— :0.5, 042:7‘ |2‘ ‘:1, agzil ‘2| |:1

—1 —1 —1 —1 —1
aq = 21 g a5 = 21U o = 22 — 0.5,

Entao, para 1 < k < 6, temos que o = max «aj = 1, ou seja, o critério das linhas nao é satisfeito.

Logo, o método de Jacobi pode ou nao convergir.

Vamos verificar se a matriz A satisfaz o critério de Sassenfeld: Sejam

laiz| + |ai3] + - - - + |a1n|

|B1 + lajo|Ba 4 - 4 |aj; 11851 + |ajja| + -+ |ajnl
|a11] '

la;l

pr =

|aj1
B =2

Seja f = max {8;}, para 1 < j < n. Se f < 1, entdo o método de Gauss-Seidel gera uma

sequéncia convergente, qualquer que seja 2(?). Para a nossa matriz A, temos

B =51 =05, By = B — .75, By = B — 0,875,
By = FBHZL — 09375 By = FBHZL — 0.96875 B = =P — 0.484375.

Como = max {3;} = 0.96875 < 1, concluimos que a sequéncia {z(®} gerada é convergente

quanto ao método de Gauss-Seidel.

b) e ¢) Como verificamos a convergéncia para o método de Gauss-Seidel, vamos aplicd-lo com os seguintes

critérios de parada:

||I(k) ,I(kfl)”m

POl = b— As®l < =107 e dr® = ca=10",
|2
em que || @ || é a norma do méximo, definida como
[r®)]] = max|r®|, i=1,2,.. 0,

)

na qual rgk é a componente i do vetor (¥,




Utilizando a matriz A, podemos escrever o sistema linear Ax = b como:

201 —x9 + 023+ 024 + 025+ 02 =1
—x1 4+ 229 — 234+ 024 + 025 + 02 =1

0xy — x9 + 223 — x4 + 0x5 + Oxg =1
O0x1 4+ 0xo — x3 + 224 — x5 + Oxg =1
0xq1 4+ 0x9 + 0x3 — x4 + 225 — X =1

Ox1 +0x2 +0x3 4+ 0xy — x5+ 226 =1

Como utilizaremos o método de Gauss-Seidel, devemos resolver o seguinte sistema linear iterativo:

2 = 0501+ 2Y)
xg’““) =051+ ai* Y + 2§
e =051+ 2t + x4 )
2 =051+ 28 1)
2 =051+ 2 al)
2 — 051 + 28y

Utilizando, como vetor inicial, () = (3,3,3,3,3,3)!, temos a primeira iteracio:

Y =051+ xg”) = 0. 5(1 +3) =

2V =051+ 2V +20)=051+2+3)=3

2§ =051+ 2 +2) =051 +3+3)=35

2’ =051 +a8) + o) =051 +3.5+3) =3.75
2 =051+ 2 + V) = 0.5(1 + 3.75 + 3) = 3.875
2 =051+ (") = 0.5(1 + 3.875) = 2.4375

Entao, () = (2,3,3.5,3,75,3.875,2.4375)". Verificando os testes de parada, temos |[r(V|| =
0.875> 1072 =¢; e dr(Y) =0.3333 > 107! =

Como a tolerancia nao foi atingida, faremos outra iteragao. Dessa forma, apés 20 iteragoes, temos

a solucao aproximada dada por:

i = (2.9764,4.9617,5.9570,5.9613,4.9721, 2.9861)".

Vale observar que, na quarta iteracio, o critério de parada das distancias relativas dr®) = 0.0695 <
10! = ¢, foi satisfeito, mas continuamos as iteracdes, uma vez que o critério do residuo nao foi

satisfeito, e no enunciado pedia que ambos fossem satisfeitos.




(1.2) Utilizando a definigdo dos elementos da matriz A, o sistema linear Ax = b pode ser escrito como

a)

b) e c)

205 0 0 0 0 2 1
05 -2 05 0 0 0 - 1
0 05 -2 05 0 0 | |1
0 0 05 -2 05 0 o | |1
0 0 0 05 -2 05 s 1
0 0 0 0 05 -2 - 1

Devemos verificar se a matriz A satisfaz o critério das linhas, ou seja, se @« = max a; < 1,

V1 <k<mn,em que o = Iaiikl ijl otk |ak;|. Entao, para a matriz A dada, temos:

o = —0.25, ay = 05405 _ () 5 a3:0'5j0|'5:0.5

| [—2] \

&
ag= 052 =05 as = O = 0.5 ag = 125 = 0.25.

Logo, para 1 < k < 6, temos que o = max ay = 0.5 < 1 e podemos concluir que ha convergéncia
para os métodos de Jacobi e de Gauss-Seidel, uma vez que, se o critério das linhas é satisfeito,

automaticamente o critério de Sassenfeld também é.

Primeiramente, podemos escrever o sistema linear Az = b da seguinte maneira:

—2x1 + 0.529 + 0x3 + 0xgy + Oxs + 0z =1
0.52x1 — 2292 + 0.523 + 0z4 4+ Ox5 + 02 =1
0x1 + 0.529 — 223 + 0.524 + 05 + 0z =1
Ox1 + 0x2 + 0.523 — 224 + 0.525 +0xg =1
Ox1 + 0x2 + 0x3 + 0.5z4 — 225 +0.52¢ =1

0z1 + Ox2 4+ 0z3 + 0x4 + 0.525 — 226 =1

Como ha convergéncia para ambos os métodos, podemos utilizar qualquer um deles. Vamos

utilizar os dois métodos, com o vetor inicial z(?) = (=1, -1, -1, 1, -1, —1)! e com os seguintes

critérios de parada: |[r(®|| < e; = 1072 e dr®) < e = 1071,

(1) Utilizando o método de Jacobi, temos o sistema linear iterativo:

2 = 0.25(2 — )
25 =025 + 2P — 2)
2D = 0.25(2 ’“)+ —2)
2D —0.25(2 k)+x —9)
2 = 0.25(x (k)+x —2)
25 = 0252 — 2)




Fazendo a primeira iteragao, temos

xgl) = 0.25(x} ) _ 2) =0.25(—1—-2) = —-0.75
25’ =025 +2f) —2) =025(-1-1-2) =1
2 =025 + (0) —2)=025(-1-1-2)=—1
2 =025 + xf,,o) 2) =0.25(-1-1-2) = -1
2 =025 + 2 —2)=025(-1-1-2)= -1
25 =025 —2) =0.25(-1-2) = —0.75

Entdo, () = (-0.75,—1,—1,—1,—1,—0.75)". Verificando os testes de parada, temos ||r(V)|| =
0.125> 102 =¢ e dr™ =0.25 > 107! = ¢,.

Como a tolerancia nao foi atingida, faremos outra iteracao. Dessa forma, apds 4 iteragoes, temos

a solucao aproximada dada por:

i = (—0.7344, —0.9297, —0.9805, —0.9805, —0.9297, —0.7344)" .

(ii) Utilizando o método de Gauss-Seidel, temos o sistema linear iterativo:

2"V = 0.25(28" — 2)

zf =025 2l — 2)

2 — 0258 4o ( ) —9)

2V = 0.25(0 + ) —2)
2D =025 4o ( ) - 2)
xék+1) — 0.25(z (k+1) 2)

Fazendo a primeira iteracao, temos

2
2V =025 + 2 — 2) = 0.25(—0.75 — 1 — 2) = —0.9375

(D 4 20— 9) = 0.25(—0.9375 — 1 — 2) = —0.9844
+ 2% —2) =0.25(—0.9844 — 1 — 2) = —0.9961
M+ 2" — 2) = 0.25(=0.9961 — 1 — 2) = —0.9990
2 = 025028 — 2) = 0.25(—0.9990 — 2) = —0.7498

Entdao, () = (=0.75,-0.9375, —0.9844, —0.9961, —0.9990, —0.7498)¢. Verificando os testes de
parada, temos ||r(V]| = 0.1251 > 1072 = ¢; e dr) = 0.2502 > 107! = e,

Como a tolerancia nao foi atingida, faremos outra iteracao. Dessa forma, apds 3 iteracoes, temos




a solucao aproximada dada por:

7 = (—0.7324, —0.9285, —0.9809, —0.9793, —0.9284, —0.7321)".

(1.3) Utilizando a definigdo dos elementos da matriz A, o sistema linear Az = b pode ser escrito como

220000 1 1
22200 0 s 1
022200 o
002220 w | |1
0002 2 2 - 1
00002 2 - 1

a) Devemos verificar se a matriz A satisfaz o critério das linhas, ou seja, se @« = max o < 1,

V1<k<mn,em que o = ITlckl ZFl otk lak;|. Entao, para a matriz A dada, temos:

[\~
-+
[N~}

242 _
5= =2

Il
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|
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a1 =
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4+ N
N
I
[\

e ‘

Logo, para 1 < k < 6, temos que & = max ay = 2 > 1 e podemos concluir que nao ha convergéncia

para o método de Jacobi.

Vamos verificar se a matriz A satisfaz o critério de Sassenfeld:

Bl = % =1, 52 2612+2 =2, ﬁB 2B242 3,
2 2

By = 28312 = 4 B = 2t2 = 5 Be = 2= =5.

Como = max {f;} =5 > 1, concluimos que a sequéncia {x(k)} gerada nao é convergente quanto

ao método de Gauss-Seidel.

Questao 2: Dado o sistema nao linear

(x—3)2 4 (y+1)2 =16
(%) pede-se:
yvP=x-1

a) Verifique graficamente quantas sdo as solugdes do sistema nao linear (x).

b) Escreva um cédigo computacional do método de Newton (em uma linguagem de programacao de sua
escolha) para calcular as solugdes aproximadas do sistema (), usando o critério de parada ||F (z(F) || o <

1072

¢) Em relacao ao item (b) faga, para cada iteragio k, a impressao das solugoes calculadas, imprimindo



ao final o niimero total de iteragoes para o qual o critério de parada foi satisfeito.

Solucgao:

a) Devemos verificar os pontos em que as funcoes f1(z,y) = (x—3)?+(y+1)2—16 e fo(z,y) = y*>—2+1

se interseptam:

M1xy) 2(xy)

L 1 1 1 1

-2 0 2 4 6 8

Figura 1: Gréficos das fungdes f1(z,y) e f2(x,y) e os pontos de intersec¢ao das mesmas.

De acordo com o grafico da Figura 1, podemos concluir que os pontos de intersecgao sdo (z1,y1) =

(5.50114, 2.12159) e (22, y2) = (6.74794, —2.39749).

b) Cédigo computacional do método de Newton, na linguagem do Octave, com o critério de parada

[|F(z®)]]o < 1072

F = input(’Entre com a funcao:’);

JF = input (’Entre com a matriz Jacobiana:’);
x0= input(’Entre com o vetor x inicial:’);
TOL= input(’Entre com a tolerancia:’);

kmax= input (’Entre com o numero maximo de iteracoes:’);

function [x] = newton(F,JF,x0,TOL,kmax)

x = x0
k=1
#iteracoes

while (k <= kmax)
#iteracao de Newton
delta = -inv(JF(x))*F(x)

X = x + delta




#criterio de parada

if (norm(delta,’inf’)<TOL) then

return
endif
k = k+1

endwhile

error (’Num. de iter. max. atingido!’)

endfunction

¢) Utilizando o vetor inicial (%) = (5,2)!, temos

Iteragao z(k) [|F (2™

5.0000

0 20 = 3.0000
2.0000
5.5455

1 M) = 0.3166
2.1364
5.5014

2 M) = 0.0033
2.1219

Dessa forma, ap6s 2 iteragoes, temos a solugao aproximada: Z = (5.5014, 2.1219)*.




