Problemas de valor inicial. Convergéncia e
Implementacao.

MS211 — Célculo Numérico

Giuseppe Romanazzi

2 Julho 2020

MS211 - Calculo Numérico Aula 18 - Problemas de Valor Inicial e métodos numéricos 2



Introducao

Analisamos nesta aula a convergéncia dos métodos de um passo
(ou de passo simples) e depois implementaremos os métodos de
Euler e Crank Nicolson.

Resolveremos varios problemas lineares e n3o lineares com estes
métodos.
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Conteudo

@ Métodos de passo simples
© Convergéncia dos métodos para resolver PVI

© Implementacgio dos métodos
o f(x,y) linear em y
@ Euler explicito
@ Euler implicito
@ Crank Nicolson

@ f(x,y) ndo linear em y
@ Euler explicito
@ Euler implicito
@ Crank Nicolson
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Métodos de passo simples

Métodos de passo simples (ou de um passo)

Na literatura é costume chamar os métodos de um passo também como
métodos de passo simples. Eles sao todos do tipo

Yit1 = Yi + hFp(x, y)

Note que os métodos de Euler e de Crank Nicolson podem ser escritos
assim.

No caso de Euler explicito: Fu(x,y) = f(xi, yi)

Euler implicito Fr(x,y) = f(Xit1, Yit1)

Crank-Nicolson Fp(x,y) = 3(f(xi,yi) + f(xis1, Yit1))-

Podemos chamar o espagcamento h entre os pontos, como passo do
método.
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Convergéncia dos métodos para resolver PVI|

Convergéncia dos métodos de passo simples

Os métodos de um passo e com passo h, podem convergir cada
vez que o erro de truncamento local indicado com T converge
a zero. Este é esperado sendo que se em cada passo cometemos
um erro local que tende a zero entdo globalmente o erro esperado
tem de convergir a zero para h que tende a zero.

Mas é interessante que nem sempre se pode controlar este erro
feito para um h > 0 dado.

Ou seja nem sempre se conhece um majorante do erro que
depende do problema estudado, este é possivel conhecer somente
para um h suficientemente pequeno
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Convergéncia dos métodos para resolver PVI|

Erro global

Chamaremos erro global do método no ponto x, o erro

eh(Xn) = )/(Xn) - Yn,

que se obtém aplicando o método depois n passos partindo de yjp.

Note a diferenca respeito o erro de truncamento local onde se
supéem que
nos passos anteriores ndo temos erros: y; = y(x;) com j < n.

No caso do erro global em vez estamos acumulando os erros dos
passos anteriores.

@ O erro global é o erro efetivo do método.

@ O erro de truncamento local é o erro s6 de um passo.
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Convergéncia dos métodos para resolver PVI|

Convergéncia dos métodos de passo simples

Seja yiy1 = i + hFp(x,y), um método de passo simples entdo vale o
seguinte teorema de convergéncia. Aplicado ao problema de valor inicial

{ y'=f(xy(x))

y(x0) = yo

Seja [ a constante de Lipschitz da Fj, ou seja aquela constante tal que
para cada x,y1,y» € R

|Fa(x, y2) — Fa(x, 1) < Lly2 — w1

Teorema de convergéncia dos métodos de um passo

Indicado com Ty, o erro de truncamento local do método temos que
denotado com ep(x,) = y(xn) — yn 0 erro do método depois n passos,
vale que se h for suficientemente pequeno

T -
len(xn)| < Z—”h(e“Hw ~1)
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Convergéncia dos métodos para resolver PVI|

Teorema de Convergéncia, analise

Este teorema diz nos que o método de passo simples (que admite
constante de Lipschitz) converge com ordem p, quando T, = O(hP*1).
Por isso se tivemos erro de truncamento local de ordem p+ 1 o método é
de ordem p.

Este teorema também diz nos que somente se h for suficientemente
pequeno podemos limitar o erro global.

Se em vez h for grande o erro |es(x,)| ndo satisfaz esta desigualdade e
até podemos n3o ter na pratica alguma boa aproximagdo. No caso dos
métodos explicitos, podemos ter que ep(x,) fica bem grande indo em
frente na direcdo dos x e usando sempre o mesmo h > 0. Podemos
comecar com ep(xp) pequeno ou nulo mas teremos, também por causa
dos erros de arredondamento, que |ex(xp)| >> |en(xp—1)| >> ... >> |eg].
Quando isso acontece diz se que o método de passo simples é instavel.
Por isso é sempre aconselhdvel tomar um h pequeno. Com h grande
teremos erros incontroldveis e demasiadamente grandes. Lembre também
que o erro de truncamento é maior para h grande.
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Convergéncia dos métodos para resolver PVI|

Observamos que os métodos vistos (Euler explicito, implicito,
Crank-Nicolson) satisfazem a condi¢do de Lipschitz se g—; for
limitada.

E sendo que tem erro de truncamento local que tende a zero para
h que tende a zero, entdo serdo métodos convergentes, e serdo de

ordem p onde p 4+ 1 é a ordem de infinitésimo de Tp,
Ty = O(hPH1).
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Convergéncia dos métodos para resolver PVI|

Convergéncia e Estabilidade dos métodos explicitos e
implicitos

Para os métodos y;+1 = y; + hFx(x,y) com constante de Lispchitz L
limitada que resolvem os PVI prova se que:
@ Os métodos implicitos com erro de truncamento local convergente

do tipo T, = O(hP*1) sdo sempre convergentes de ordem p com
erro global e, = y(x,) — y» = O(hP), e podemos sempre controlar
os erros para um qualquer h > 0 considerado, ou seja ndo temos

uma explos&o dos erros globais |ex(x,)| avangando com x
@ Nos métodos explicitos obtemos os mesmos resultado:

Th = O(hP™) — ey = O(hP)

S6 que na pratica (usando h > 0 e considerando os erros de
arredondamento) somente se h for suficientemente pequena temos
len(xn)| pequeno e controldvel. Se formos usar um h grande
(ousseja se fizéssemos poucos passos) o erro cometido poderia ser
demais grande. A condi¢do que garante ter h suficientemente
pequeno para poder ter e, pequeno e controlavel é chamada
condicao de estabilidade.
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Convergéncia dos métodos para resolver PVI|

@ No caso de Euler explicito a condicdo de estabilidade é

of
1+h—(x,y)| < 1.
14 A5 (x.y)

Note que se g—;(x,y) > 0 n3o é garantida a estabilidade. Em vez se

for g—;(x,y) < 0 temos estabilidade se —2 < h% < 0.

@ Os métodos implicitos sdo em vez sempre estaveis.
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f(x, y) linear em y
= . f(x, y) ndo linear em y
Implementagdo dos métodos (b 57) oo limeEr G 3

Resolugcao de um PVI com o método de Euler explicito,
analise do erro

Queremos resolver com Euler explicito o problema

y' = 0.04y
y(0) = 1000

Em particular queremos achar o valor da fun¢do y(x) no ponto x = 1.
Serd (til comparar a solugdo achada com aquela real y(x) = 100094~
Ent3o y(1) =~ 1040.8108. Notamos que g—; = 0.04 por isso a condicio de
Lispchitz é satisfeita, portanto é esperada uma convergéncia tedrica pelo
teorema anterior.

O método de Euler explicito partindo de yy = 1000 e dado o passo h > 0
achr as aproximagdes y; de y(x;) com x; = x;—1 + h = xo + ih. Note que
dado h, e partindo de um xg para chegar a X precisaremos de n = ’?_—h)‘“
passos. Este numero serd inteiro somente se h é um divisor de X — xg.
Portanto h n3o pode ser qualquer!

X — X0

)_(—Xo
h= .
h — n

n =
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f(x, y) linear em y

f(x, y) ndo linear em y

Implementagdo dos métodos

No nosso caso X = 1 e xg = 0 entdo podemos escolher um qualquer
h= % e faremos ent3o n passos com h = % para chegar a X = 1.
O método de Euler explicito aplicado ao problema da

Yit1 = Yi + hf(x;,yi) = yi + h0.04y; = (1 + 0.04h)y;

Portanto depois 1 passo obtemos

y1 = Yo + h0.04yp = (14 0.04h)yp = (1 + 0.04h)1000.
Depois 2 passos y» = y1 + h0.04y; = (1 + 0.04h)y; =
(14 0.04h)(1 + 0.04h)1000 = (1 + 0.04h)?1000.

Em geral depois k passos obteremos

Yk = Yk—1 + h0.04y,_1 = (1 + 0.04h)*1000.
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f(x, y) linear em y
= . f(x, y) ndo linear em y
Implementagdo dos métodos (b 57) oo limeEr G 3

Aplicamos s6 um passo: n=1, h=Xx — xg

Um caso simples é tomar h = X — xp, onde lembra x é o ponto onde
queremos achar a solugdo. Se acontece isso temos somente um passo
para fazer

y1 = yo + hf (x0, yo0) = y(X).
No nosso caso para fazer um passo entdo temos somente de usar
h=1—x=1-0=1 O valor do método que obteremos é

y1 = (14 0.04h)1000 = 1.04 - 1000 = 1040

1
A teoria diz nos que o erro é aquele de truncamento local ¢, = h% 2(5).

Portanto é esperado a seguinte estimativa(majoraco) do erro

" h h .
ler| = h‘y72(£)| < B max (g 5) |y (x)] = 5 maxee(0,1) 0.04% - 1000€%04% =
= 21.6e%0%1 = 21,6670 = 0.8335. Se verificamos efetivamente o erro
cometido satisfaz a estimativa em cima

y(X)—y1 = y(1)—y; = 1000e%%*1 1040 = 1040.8108—1040 = 0.8108 < 0.8355

A teoria sobre o erro de truncamento local é corretal
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f(x, y) linear em y
= . f(x, y) ndo linear em y
Implementagdo dos métodos (b 57) oo limeEr G 3

Chegamos a x fazendo 2 passos, h = XEXO, n=2

A teoria diz nos que se diminuimos o tamanho do passo h o
método serd mais acurado isso porque o erro global satisfaz

len(X)| = |y(X) — yn| < Ch no caso de Euler Explicito.

Ent3o para h pequeno serd esperado que com a metade do passo o
erro diminui da metade ou seja ]eg(i)\ ~ Llen(x)|.

Vamos ver se fazendo dois passos de passo h = % obtemos a
metade do erro do método com passo h=1. Se h = % entao
x1=Xxg+ h= % exo=x1+h= % + % = 1 portanto precisamos
dois passos para obter y» =~ y(1).

1
y2 = y1 + h0.04y; = (14 0.04h)%yo = (1 + 0.045)21000 = 1040.4

O erro é |y(1) — yo| = |1040.8108 — 1040.4| = 0.4108.
Efetivamente este erro é (quase) a metade do erro feito com h = 1.
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f(x, y) linear em y

= . f(x, y) nao linear em y
Implementagdo dos métodos (y) ’

Com n > 2 passos

n=4—h=21=025x=x+4h=1

ya =...=(1+0.04h)*1000 = (1 + 0.01)*1000 = 1040.60401

O erro cometido é |y(1) — ya| = [1040.8108 — 1040.60401| ~ 0.2068.
Notamos que é a metade do erro feito com dois passos de tamanho

h= % e que é um quarto do erro feito com quatro passos h = %.

Ent3o é verdade que o erro estd escalando como um C - h ou seja estd
escalando linearmente respeito h.

Se foram n = 10 passos, é esperado ter um erro ainda menor, um decimo
do erro obtido com um passo sé. n =10 — h = % =0.1,

x10 =X +10h=1
y10 = (1 +0.04h)*°1000 = (1 4 0.01)*°1000 ~ 1040.7277

O erro cometido & |y(1) — y1o| = [1040.8108 — 1040.7277| ~ 0.0831.
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f(x, y) linear em y
= . f(x, y) ndo linear em y
Implementagdo dos métodos (b 57) oo limeEr G 3

Erros aplicando o método de Euler explicito ao PVI do
exemplo

n | h | erro global ey(X) | valor achado y,
1]1 0.8108 1040

2 | 3 0.4108 1040.4

4| ; 0.2068 1040.60401
10 | 15 0.0831 1040.7277

Como pode ver o erro escala linearmente com o h, confirmando
que o método de Euler explicito é de primeira ordem.
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f(x, y) linear em y
= . f(x, y) ndo linear em y
Implementagdo dos métodos (b 57) oo limeEr G 3

Resolucao do PVI com o método de Euler implicito

y' = 0.04y
y(0) = 1000

Queremos aproximar o valor da solu¢do desta PVI em x =1, com o
método de Euler implicito

Yit1 = ¥i + hf(Xit1, yit1) = yi + 0.04hyj11.

Note que y;;1 aparece nos dois membros. Sendo a f linear vamos
conseguir depois uma manipulag¢do algébrica isolar a y;11. Vamos obter
(1 —0.04h)y; 11 = y; e portanto
L Yi
Yl = 170,04k

Entao

_ Yo Sy = 2! _ Yo Sy = Y
1-0.04h 72 1-004h (1—-0.04h)2 7% (1-0.04h)

Y1
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f(x, y) linear em y

= . f(x, y) nao linear em y
Implementagdo dos métodos (y) ’

Sendo que o método de Euler implicito é de primeira ordem esperamos de
ter um escalonamento linear do erro ao diminuir o h.

Comegcamos com h = 1, acharemos logo a aproximagcdo em x =1,
precisando sé um passo x; = xp+ h=0+1=1=xX.

Yo 1000 1000

M= 17004-1 1-004 096

~ 1041.67

Comparamos o valor exato y(1) = 1040.8108 com o valor y;
le(1)] = |y(1) — y1| = |1040.8108 — 1041.67| = 0.8592.

Com h=

1 serd y» que aproxima y(1)

B Yo 1000 1000
Y27 (1-004-052 (1-002)2 0982

~ 1041.23.

leos(1)] = |y(1) — ya| = |1040.8108 — 1041.23| = 0.4192
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f(x, y) linear em y

= . f(x, y) nao linear em y
Implementagdo dos métodos (y) ’

Com h = % = 0.25 serd y, que aproxima y(1) porque
X4:X0+4h:0—|—4%:1:)_(

Yo 1000 1000

Y4 = (1-0.04-025%  (1—001)% 0.99%
leo.2s(1)] = (1) — ya| = |1040.8108 — 1041.2| = 0.2092

Com h = % = 0.1 serd y1o que aproxima y(1) porque
x0=x+10-0.1=1=%

Yo 1000 1000
_ _ _ ~ 1040.894.
Y10 = (1-0.04-0.1)10 ~ (1—0.004)0 _ 0.99610

leo.1(1)] = |y(1) — y1o| = |1040.8108 — 1040.894| = 0.0832.

= 1041.02.

n | h | erroglobal ey(X) | valor achado y,
1 1 0.8592 1041.67
2 0.5 0.4192 1041.23
4 | 0.25 0.2092 1041.02
10 | 0.1 0.0832 1040.894

O erro escala linearmente com h: |ep(X)| < Ch, en(x) = O(h)
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f(x, y) linear em y
= . f(x, y) ndo linear em y
Implementagdo dos métodos (b 57) oo limeEr G 3

Resolucao do PVI com o método de Crank-Nicolson

y' = 0.04y
y(0) = 1000
Yisr =Yi + S(f(xhy;) + F(Xiy1, Yig1)) = yi + 3(0-04(}’:' + Yit1))-

Portanto isolando y;,1 obtemos y;11 = ifg'gggy;.

2 K
_ 140.02h _ 14002, _ (140.02h)° _ (1+0.02h
V1= 120.02nY0 77 V2 = 10.02p 01 = (170‘02/1) Yo=Yk = (170.0217) Yo

O método de Crank Nicolson é de segunda ordem (e;(X) = O(h?))
portanto é esperado ser mais acurado dos métodos de Euler usando o
mesmo h. Se for h = 1 sabemos j4 que x; = 1, e entdo y; =~ y(1) em
particular obtemos

1+0.02 1.02

= 1002 " 0908 1000 ~ 1040.8163

n

Sendo que y(1) = 1040.8108 obtemos o erro
len(1)] = |y(1) — y1| = |1040.8108 — 1040.8163| = 0.0055
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f(x, y) linear em y

= . f(x, y) nao linear em y
Implementagdo dos métodos (y) ’

Com h = 0.5 precisamos de dois passos para chegar a x = 1: y» = y(1)

140.02-05)\2 1.01\?
_ (PP — (=== 1000 ~ 1040.8122
Y2 <1o.oz~o.5> Yo (0.99)

Obtemos o erro
len(1)] = |y(1) — y»| = |1040.8108 — 1040.8122| = 0.0014

Se for h = 0.25 precisamos de 4 passos: y; =~ y(1)

1+0.02-025\* 1.005\*
_ ) = —=) 1 ~ 1040.8111
ya (1 ~0.02- 0.25) Yo (0.995) 000 ~ 1040.8

Obtemos o erro

len(1)] = |y(1) — ya| = |1040.8108 — 1040.8111| = 0.0003 = 3-10~*
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f(x, y) linear em y

= . f(x, y) nao linear em y
Implementagdo dos métodos (y) ’

Se for h = 0.1 precisamos de 10 passos: y10 ~ y(1)

1+0.02-01\% 1.002\1°
Yio = (1—0.02-0.1) Yo = (0_998) - 1000 ~ 1040.81083

Obtemos o erro

len(1)| = |y(1) — y10| = |1040.8108 — 1040.81083| = 3 - 10~°

n| h | K | erroglobal es(x) | valor achado y,
1 1 1 0.0055 = 5.5-103 1040.8163
2 | 05| 025 [0.0014=14-103 1040.8122
4 |0.25 | 0.0625 3.107* 1040.8111
10| 0.1 | 0.01 3.107° 1040.81083

O erro escala quadraticamente respeito h, ousseja escala como h?:

len(X)] < Ch?, en(x) = O(h?).
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f(x, y) linear em y

= . f(x, do li
Implementagdo dos métodos (x; y)indollinear em y

Resolucao de PVI com f nao linear

{ y' =sin(y) +x
y(0)=1

— 50 & I of _
Notamos que f(x,y) = siny + x ndo ¢ linear mas, sendo 7 = cos(y),
|g—;| ¢ limitada e portanto temos uma tnica solu¢do da PVI. Queremos
achar uma aproximagao em x = 1.

Comecamos no resolver este problema com Euler explicito:
Yi+1 = Yi + hf(xi, yi) = yi + h(sin y; + x;)

Obtemos que y1 = yo + h(sinyo + x0) = 1+ h(sin1 +0) —

yo=y1+ h(sinys +x1) =14 hsinl+ h(sin(1+ hsinl) + h- h) —
y3=Yy2+ h(sinys + x2) =

=1+ hsin1+ h(sin(1 + hsin1) + h% + hsin(1 + hsin 1 + h(sin(1 + hsin 1) + h%) + h°.

Como pode ver ndo sempre existe uma formula simples, por isso na
pratica para problemas com f complexa ndo se encontra a expressdao
explicita de y,, mas se implementa somente 0 método passo por passo
Yo = y1—=Y2—> """ = Yn
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f(x, y) linear em y

= . f(x, do li
Implementagdo dos métodos (x; y)indollinear em y

Resolucao da PVI nao linear com Euler implicito

No caso de Euler implicito notamos que como ja vimos na aula
anterior aparece um problema dos zeros (equagdo n3o linear) em
cada passo do método. Por exemplo no primeiro:

y1=yo+ hf(x1,y1) = 1+ h(siny; +x1) = 1 + hsiny; + h?

A equacdo n3o linear para resolver é

gly)=y—siny—1-h =0

Poderia usar o método de Newton para achar a y; zero de g(y).

k
(k+1) (k) g\
(k1)
g (y)

Y 1

. 0 (o
que convergird se comegcamos de um Y1( ) bastante préximo do zero

_y]_ de g: yi e y{o) tem de estar num intervalo de contracdo da ¢(y) =y — gg,((}/y))
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f(x, y) linear em y
f(x, y) ndo linear em y

Implementagdo dos métodos

Outra estratégia é de usar o método do ponto fixo, como visto na aula
anterior. . . .
+1
y = o) = yo + hf (x, 1)
com &(y) = yo + hf (x1,y) = yo + h(siny + x1)
e achar um h tal que |®’(y)| < 1. Este equivale a encontrar h tal que

of
hlg, Gl <1. (1)

Observamos que
L—max|g(x )\—max\g(sin +x1)] =max|cosy| <1 (2)
- me dy LY) = v By y 1)l = " YI=

portanto da (1), (2), se tomamos h < 1 temos a convergéncia a y; do
método do ponto fixo

yfkﬂ) =y + hf(xl,yl(k)) = yo + h(sin yfk) + x1).
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f(x, y) linear em y
f(x, y) ndo linear em y

Implementagdo dos métodos

No nosso problema sendo que queremos chegar a X = 1 pegamos
h=0.5 < 1, assim depois dois passos y, y» chegaremos a aproximacao
y2 ~ y(1). Note que n3o podemos usar h = 1.

Teremos a certeza que o método do ponto fixo converge a y;, e a y»:

. k+1 . k+1
lim y =y lim T =y,
k—o0 k—o0

Isso porque para cada x
0, .
max |—(siny + x)| = max|cosy| < 1;
y Oy y
e entdo este vale também para x = x,, max, |a@y(siny +x)<1le

assim com h < 1 provamos que ¢é satisfeita a condi¢do de convergéncia
h|g—’;(x,y)| < 1, do método do ponto fixo

(k+1) _ (k). (k+1) _ (k)
yii D=yt hfOa,y) vy =t hfOey;)
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f(x, y) linear em y

= . f(x, do li
Implementagdo dos métodos (x; y)indollinear em y

Iteracdes yi, y», do método de Euler implicito obtidas com
o método do ponto fixo

Suponhamos de parar as iteracbes do ponto fixo quando quando duas
iteraces consecutivas distam menos de ¢ = 0.01:

[yt — (K| < 0.01

Sabemos que ®1(y) = yo + hf(x1,y) = yo + h(siny + x1) é a fungdo do
ponto fixo associada a y; e x; = h = 0.5, e com esta obteremos os
valores yl(k) Comec;amos com yl( ) — =1,
®1(AY) = 1+ h(sinl + x1) = 1+ 0.5(0.8415 + 0.5) = 1.6707
o1 () 0 ) =1+ 0.5(sin(1.6707) + 0.5) = 1.7475
(3) O ( 1( ) =1+ 0.5(sin(1.7475) + 0.5) = 1.7422.

(2)‘

Sendo |y1 —y;~’| = 0.0053 < 0.01, paramos na terceira iterada do

método do ponto fixo, e tomamos entdo y; := y1(3) =1.7422
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= . f(x, do li
Implementagdo dos métodos (x; y)indollinear em y

Iteracdes yi, y», do método de Euler implicito obtidas com
o método do ponto fixo

Agora obtemos y», partindo de y2(0) = y; obtida anteriormente. Esta
escolha é a mais razoavel sendo que y; é o valor obtido até agora que é

S 0
mais préximo de y». Em qualquer caso com cada y2( ) teremos, para o

(k)

A k
nosso problema com h = 0.5, a convergéncia limy_,o ¥y * = y2. Isso
f

porque satisfaremos sempre h|g—y\ < 1. Agora a funcdo de iteragdo para
usar no método do ponto fixo é

®y(y) =y1 + hf(x2,y) = y1 + h(siny + x2) = 1.7422 + 0.5(siny + 1)

onde usamos que x, = 1. Comegamos com yQ(O) = 1.7422,

YD = 0,(y8) = yy+h(sin SV 4 x) = 1.7422+0.5(sin(1.7422)+1) = 2.7349;
YD = 0y (1Y) = y1 + h(sin iV + %) = 2.44;
19 = 03(y) = y1 + h(sin ) + xp) = 2.5649;
W9 = 25148 ¥ = 25355, ) = 25271,
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f(x, y) linear em y

f(x, y) ndo linear em y

Implementagdo dos métodos

Sendo |y2(6) — y2(5)| = 0.0084 < 0.01 aproximamos y» com

WO = 25071,

Sabemos que o erro cometido é |es(1)| = |y2 — y(1)| = O(h)
Portanto o erro cometido poderia ser reduzido da metade se
tomassemos h = 0.25...

Ou podemos reduzir o erro usando um método de ordem superior
como Crank-Nicolson
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Aplicacao de Crank-Nicolson

Crank-Nicolson
h
Yie1r =Yi + E(f(xiayl') + f(Xiq1,Yit1))

Sendo que a fun¢do de iteragdo (no passo i + 1) é
d(y)=yi+ ﬁ(f(x,-,y,-) + f(xj+1,y)) a condi¢cdo para ter
convergéncia do método do ponto fixo y,(kﬂ) = CD(y,(f;)l) é de
pegar y,-(+)1 no intervalo / onde |®'(y)| < 1. Este corresponde a

encontrar o intervalo / onde g\g—;(x,url,y)] < 1. No nosso caso
temos que para cada y € R

h, of

X siny + x Cos
5 % i+1,Y 2 y i+1 yi >

2
Ent3o é suficiente pegar um qualquer h < 2 para ter convergéncia
do método do ponto fixo.
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f(x, y) linear em y
f(x, y) ndo linear em y

Implementagdo dos métodos

{ y' = sin(y) + x
y(0) =1

Por quanto visto na slide anterior, podemos usar por exemplo h=1 ¢
parar depois um passo de Crank Nicolson, obtendo assim o valor y; que
aproxima o valor requerido y(1). Depois comparemos os resultados
quando usamos h = 0.5 e fazendo dois passos yi, y».

Com xp = 0, yp = 1, aplicamos Crank Nicolson

e ent3o preciseremos aplicar o método do ponto fixo na iteracdo de
Crl?nlk—Nicolsog )

W = o) = yo + B(F(x0, y0) + F (31, 119)) =

=y + g(sin(yo) + X0+ sin(yl(k)) +x)=1+ g(sin(l) +0+ sin(yl(k)) + h)

Sendo que tomamos h=1, e yl(o) = yo = 1, obtemos

Yy = o(y9) = 2.3415
vy = oMy =22795; y® =23304; Y =22935.
Paramos com a y1(4) porque |y1(4) — y1(3)| = 0.0065 < 0.01

Assim tomamos y; := y1(4) = 2.2935 como aproximagdo de y(1)
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f(x, y) linear em y
f(x, y) ndo linear em y

Implementagdo dos métodos

Para achar uma melhor aproximacdo de y(1) reduzimos o passo, h = 0.5.
Necessitaremos de dois passos para chegar a x = 1.

Usaremos no primeiro passo yp — y1 a seguinte fungdo iteracdo do
método do ponto fixo:

®1(y) = yo + 5(F(x0, %0) + f(x1,)) =

= yo + 2(sin(y0) + xo + sin(y) 4+ x1) = 1 + 0.25(sin(1) + sin(y) + 0.5).
Partindo com yl(o) = yo = 1, obtemos

vy = o (y9) = 1.54574, ¥ = o (yY) = 1.58529

¥ = o, (yV) = 1.58534.

Sendo |y1(3) — yl(z)\ < 0.01 podemos por y; := y{3) = 1.58534 ~ y(0.5)
para implementar o prossimo passo de Crank Nicolson

h
Ya=y+ §(f(X1,}/1) + f(x2,¥2))

Este leva a usar o método do ponto fixo y2(k+1) = d>2(y2(k)) que sabemos

que converge a ¥, de em cima.
Po(y) = y1 + 2(F(xa, 1) + F(x2, ) = y1 + 5(sin(y1) + x1 +sin(y) + x2)
= 1.58534 + 0.25(sin(1.58534) + 0.5 + sin(y) -+ 1).
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Agora aproximamos y, implementando o método do ponto fixo
y2(k+1) = d>2(y2(k)) partindo de yz(o) = y; = 1.58534 obtido no passo
anterior.

Y5 = 0, (y5) = 2.4603

WD = o,(yiY) = 2.3678, yi¥ =2.3850, yiY =2.3810.
@)

Entdo podemos tomar y, := y, ' = 2.3819 como aproximagdo de y(1).

Sendo que o método de Crank Nicolson é de segunda ordem a
aproximagdo de y(1) obtida com h = 0.5 tem um erro

len(1)] = |y(1) — ya| = |y(1) — 2.3819| = O(h?) =~ C - 0.52 que serd 4
vezes menor do erro com h = 1 obtido anteriormente

ly(1) —2.2935| = C - 1.

E sempre preferivel tomar h pequeno!
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