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Introdugdo aos Problemas de valor de contorno

Introducao ao Problemas de valor de contorno

Os problemas de valor de contorno (PVC) s&o referidos a problemas
estaciondrios onde a varidvel independente x atua no espaco e a varidvel
dependente indicada com u refere a uma quantidade que varia no espaco.
Portanto n3o se falard mais de tempo mas somente de variagdes no
espaco. Nos problemas num dominio fisico espacial precisamos definir
condi¢des no contorno (ou fronteira) do dominio Q.

Vamos analisar os problemas de contorno associados a equacdes
diferenciais de segunda ordem num dominio espacial unidimensional.
Estes problemas necessitam portanto de duas condi¢cdes no contorno. O
contorno serd a fronteira do nosso dominio que serd um intervalo [a, b].

u’(t) = f(x, u(t), u'(t))
u(a) = u,
u(b) = up

Este problema PVC diz-se de ter condi¢Ges de Dirichlet na fronteira.
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Introdugdo aos Problemas de valor de contorno

Outros problemas de valor de contorno sdo associados a duas condi¢cGes
sempre nos extremos a e b mas com o valor da derivada conhecida num

dos dois extremos por exemplo
u’(t) = f(x, u(t), u'(t))
u(a) = u,
u'(b) = uy
A condicdo u'(b) = uj, é dita de "Neumann”. Outra possibilidade é ter
condi¢cbes de " Robin" num ou nos dois extremos
u’(t) = f(x, u(t), u'(t))
qu(a)+qu'(a)=c
dlu(b) + d2u’(b) =d

N3o s3o aceites em vez duas condicSes de Neumann nos dois extremos

do intervalo
u’(t) = f(x, u(t), u'(t))
u(@)=c
u'(b)=d

Pois neste caso n3o existird uma tnica solu¢do do problema.
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Introdugdo aos Problemas de valor de contorno

Exemplo da Fisica, equacao do calor

Imagine de ter uma barra de um metal que é aquecida nos dois extremos
a e b com temperatura constante u, e u,. A temperatura da barra no
seu cumprimento satisfaz o seguinte problema de contorno

—u"(x)=0
u(a) = u,
u(b) = up

Se a barra fosse ligada a um gerador de calor que distribui o calor ao
longo do seu cumprimento seguindo a lei h(x) é o calor fornecido a barra
no ponto x entdo para saber a temperatura da barra temos de resolver

—u"(x) = h(x)
u(a) = u,
u(b) = up
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Introdugdo aos Problemas de valor de contorno

Se for deixado um fluxo de calor constante v em saida do extremo b
entdo ug > 0 e forcada a temperatura constante noutro extremo a, entdo
a temperatura na barra satisfaz o problema

—u"(x) = h(x)
u(a) = u,
u'(b) = uy
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Métodos de Diferencas Finitas
Problema de valor contorno e métodos de diferencas finitas Uso das diferencas finitas para resolver PVC

Métodos de Diferencas Finitas

Como visto na Aula 6 "Diferenciagdo Numérica”, é possivel aproximar a
derivada u'(x) de uma u(x), uma vez que se conhecem os valores da
fung¢do no seu redor e usando um método de diferencas finitas

u(x + h) — u(x)

Diu(x) = (Diferenga finita avangada)

h
—u(x—h
D_u(x) = % (Diferenca finita atrasada)
h) — —h
Dou(x) = ulx + )2hu(x ) (Diferenca finita centrada)

De que conhecemos também os erros de truncamento no aproximar u’(x)

h
Dyu(x) = u'(x) = Su"(x) + O(h*)
D, é portanto uma formula de primeira ordem
h
D_u(x)—u'(x) = —Eu”(x)—&—O(hz) (D_ é uma formula de primeira ordem)
2

h
Dou(x)—u'(x) = Eu”’(x)—i—O(h“) (Do € uma formula de segunda ordem)
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D,, Método centrado de diferencas finitas para aproximar

u//(X)

Desenvolvendo em Serie de Taylor u(x + h) e u(x — h) até o termo O(h®):
u(x+ h) = u(x) + ho'(x) + 2u (x)—l—...—i—'s’—iu(s)( )+ O(hd)
u(x —h) = u(x) — hu'(x) + Zu"(x) + ...+ (-1)° L B u®)(x) + O(h°)

podemos obter uma formula de ordem 2 para par aproximar a derivada
segunda v’ (x):

u(x+ h) —2u(x) + u(x — h)
h2

() = () + O(K) = T (e)

com ¢ € (x — h,x + h).
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Métodos de D en¢as Finitas
Problema de valor contorno e métodos de diferencas finitas Uso das diferencas finitas para resolver PVC

Resolucao de um PVC com os métodos de diferencas
finitas de segunda ordem

Dado o problema

u"(x) = f(x, u(x), v'(x))
u(a) = u,
u(b) = Up

Suponhamos de querer aproximar a solugdo num nimero finito de pontos
x; € [a, b] que distam homogeneamente entre eles x; — x;—1 = h com
i=1,...,netais que xp = a e x, = b. Portanto queremos determinar
uma sequencia de valores {u;}i=1, . ,—1 tais que u; = u(x;).

Se aproximdssemos cada derivada u'(x), u”'(x) do problema em cima com
métodos de diferencas finitas de segunda ordem serd esperada ter uma
aproximacdo {u;} da solu¢do u(x) de segunda ordem ousseja tal que o
aproximante u; aproxima u(x;) a menos de um erro O(h?). Este pode se
provar teoricamente que é verdadeiro!

Nos vamos provar este fato numericamente no seguinte problema.
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Métodos de Diferencas Finitas
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Resolucao do PVC, Exemplo

y'(x) +2y/(x) + y(x) = x
y(0)=0
y(1)=-1

Se queremos aproximar a solucdo em n+ 1 pontos equidistantes
com distanciamento h > 0

x=0x1=h,....,.x,_1=1—hx,=1

b—a __ 1

temos de utilizar um espagamento h = =2 = _.

Notamos que sendo que s3o conhecidos os valores de y nos pontos
Xp = a € x, = b, precisamos determinar somente aproximacgdes y;
da solugdo do problema nos pontos x; comi=1,...,n—1.
Portanto temos n — 1 incégnitas {y;}i=1,. ,—1 para determinar.
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Métodos de Diferencas Finitas

Problema de valor contorno e métodos de diferencas finitas Uso das diferencas finitas para resolver PVC

i1 —2yi+Yi—
Usando a formula centrada de segunda ordem D,y(x;) = y“hiyﬁyl

para aproximar a derivada y”(x;) no ponto x;, e usando a formula
centrada de segunda ordem Dyy(x;) = ¥5X=1 obteremos um método
de diferencas finitas de segunda ordem para o PVC dado

Yier = 2¥i+ Yi—1 | Yit1 — Yi-1 _
12 +2 h +Yi = X
Esta equacdo tem de ser resolvida parai=1,...,n—1lecom yy=0¢e
¥n = —1 as duas condi¢bes no contorno.

Notamos que a primeira equacgdo de diferencas finitas associada a i =1
corresponde a equac3do seguinte em yg, y1, 2

Y2 —2y1+ yo 42 Y0

h? 2h

Notamos que sendo que yg = 0 é ja conhecida portanto a equagdo em
cima tem somente as duas incégnitas yi, y». Posso rescrever esta
equacdo numa formamais simples, multiplicando-la por h? e agrupando
os termos de y; € y»

(P =2)y1+(L+h)ya=hxg —(1L—h)yo=h>—(1—h)0="H

+yi=x
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Métodos de Diferencas Finitas

Problema de valor contorno e métodos de diferencas finitas Uso das diferencas finitas para resolver PVC

A segunda equagao serd

¥3—2ys+y1 3—n
2
12 T

aqui serdo yi, y», y3 as incégnitas e como antes multiplicando por h?
(desaparece o denominador) e obteremos

(1= h)yr + (K = 2)y2 + (1 + h)ys = h*xp = 2h°.

+y2=Xx2

Em geral teremos estas n — 2 equagdes associada aos pontos x; com
i=2,...,n—2

(1—h)yi_1+(h=2)yi+ (1 +h)y1 = h°x;=ih®* comi=2,...,n—2
Associado ao ponto x,_1 teremos a equagdo em y,_2, Yn—1, Vn
(1= h)yn—2+ (h* = 2)yn_1+ (1L + h)y, = h*xp—1

sendo que y, = y(x,) = —1 é conhecida esta ultima equagio pode ser
escrita assim

(L= h)yn2+ (N = 2)yn—1 = h’xo_1 — (L + h)y, = (n— 1)R* + (1L + h).
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Métodos de Diferencas Finitas

Problema de valor contorno e métodos de diferencas finitas Uso das diferencas finitas para resolver PVC

Entdo obtemos um sistema de n — 1 equag¢bes nas n — 1 incdgnitas

{)/i}izl,...,nfl
-2 1+h h3
1—h h =2 1+h n 2h3
1—h K =2 1+h Vo1 (nf2)h3
1-h R -2 (n—1)h+1+h

E um problema do tipo Ay = b
n

com y = r2 e R peRL

Yn—1
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Escolha do método para resolver o sistema linear

Para resolver o sistema linear podemos usar o método direto de
Eliminacdo de Gauss, mas para aplicar em vez um método iterativo
precisaremos de verificar se eles convergem. Notamos que

|2 —2|=2—-h <2=1+h+1—h=|1+h|+|1— h| portanto
o critério das linhas e das colunas n3o é satisfeito. E ent3o pode
ser que Jacobi e Gauss Seidel ndo convergem. Se for em vez para
resolver a PVC associada a equagdo —y”(x) + 2y/(x) + y(x) = x
obteremos apos aplicar o método de diferencas finitas de ordem 2,
um sistema linear com a matriz dos coeficientes com a diagonal
estritamente dominante por linhas e portanto o critério das linhas
serd satisfeito e poderemos resolver o sistema com os métodos
iterativos de Jacobi ou de Gauss-Seidel.
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Métodos de Diferencas Finitas
Problema de valor contorno e métodos de diferencas finitas Uso das diferencas finitas para resolver PVC

Método de Thomas

Porém, existe um método direto chamado método ou algoritmo de
Thomas que tém custo computacional de O(n) para resolver
sistemas lineares tridiagonais de dimensao n qualquer. Este
método pode ser visto como o método de eliminacdo de Gauss
aplicado a matrizes tridiagonais, que por causa dos muitos zeros da
matriz foi otimizado para ter um custo computacional baixo O(n).
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Métodos de Diferencas Finitas

Problema de valor contorno e métodos de diferencas finitas Uso das diferencas finitas para resolver PVC

Depois n — 2 passos do método de Thomas (porque a nossa matriz tem
dimens3o n — 1) se obtem um sistem com matriz triangular superior com
somente duas diagonais

(6751 C1
Qy O 341
Y2 _
Qp_2 Ch—2 Yn—1
Qp_1
1
h3
e 1 2h°
_Bn72 1 3
n—1h+14+h
_ﬁn—l 1 ( )

ondea1:h2—2,B;:%ea,-:h2—2—ﬁ,-(1+h)
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Métodos de Diferencas Finitas
Problema de valor contorno e métodos de diferencas finitas Uso das diferencas finitas para resolver PVC

Algoritmo para resolver sistemas lineares tridiagonais
qualquer

De um modo geral, uma matriz A € R"*" tridiagonal é da forma:

a o
bg dz Co
by a c3

'bn—1 dn1 Cp
bn an |

O método da eliminagio de Gauss e a fatoragao LU séo
determinados de modo a introduzir zeros apenas no lugar dos
elementos bz, ba,. .., bp.
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odos de Diferencas Finitas

Problema de valor contorno e métodos de diferencas finitas Uso das diferencas finitas para resolver PVC

Fatoracao LU

A fatoracdo LU de uma matriz tridiagonal € da forma:

1 NI T
da 1 nz Gz
s 1 ey Cn
A=
An1 1 Op—1  Cp—1
| An 1] | i |
L U

Identificando A = LU, concluimos que

vy = dy, .jf= e o =dj— .ijf_1. Vi=2,..., n.
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Algoritmo de Thomas

Dado o sistema linear Ax = b onde b = (l_)l, ..., bp)t é o vetor dos
termos independentes, a solugdo do sistema pode ser obtida
resolvendo os sistemas lineares triangulares Ly = b e Ux = y.
Usando as matrizes L e U obtidas anteriormente, concluimos que

vi=bi, yi=bi—pBiyi1, comi=2,...,n

i — GiXi+1 .
x,,:ﬁ, x,-:y'i'”r7 i=n—1,...,1
Qp Q;j
Esta técnica, conhecida como Algoritmo de Thomas, permite de
calcular a solug¢do do sistema linear tridiagonal com O(n)

operacdes aritméticas.
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Métodos de Diferencas Finitas

Problema de valor contorno e métodos de diferencas finitas Uso das diferencas finitas para resolver PVC

Erros, usando h = 0.1

Ap6s ter obtido a solugdo do sistema linear Ay = b da aplicacdo do
método de diferencas finitas de ordem dois, e depois resolvendo o sistema
com Thomas, sabemos que temos ter um erro tal que

|Yteo — ¥l < Ch?, ou analogamente |y(x;) — yi| < Ch? onde com y é a
solu¢do numérica do método e com y;., € 0 vetor da solugdo exata do

problema yteo := (y(x1), - - -

,¥(xn))t. Conhecemos a solugdo tedrica do

problema que é 2e™*(1 — x) + x — 2. Portanto com h=0.1, n =10
obteremos os seguintes resultados e erros

Xi Vi y(xi) | |ly(xi) = yil
x1 =01 | —0.272 | -0.2713 0.0007
x> = 0.2 | -0.4941 | -0.4900 0.0011
x5 = 0.5 | -0.8947 | -0.8935 0.0012
xg =09 | -1.019 | -1.0187 0.0003
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Métodos n¢as Finitas

Problema de valor contorno e métodos de diferencas finitas Uso das diferencas finitas para resolver PVC

Notamos que o erro maior estd no centro no ponto x = 0.5.

Este é comum nos métodos de diferencas finitas aplicados a
problemas de contorno, porque nos extremos temos erro nulo,
sendo que ypy € ¥, sdo tomados iguais ao valores dados, em vez no
centro, que é o ponto mais distante dos extremos, temos que os
erros de arredondamento irdo acumular-se mais.
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Erros, usando h = 0.05

Para verificar numericamente se o nosso método tem ordem 2, dividimos
por metade o espacamento h e obteremos entdo h = 0.05,n = 20,
ousseja teremos a aproximagdo da fun¢o y(x) solu¢do do problema em
21 pontos x; = xp + ih, i =0,...,20. O sistema linear para resolver sera
de dimensdo 19 e o vetor das incégnitas y = {y;}i=1,... 19 obtido tem os
seguintes erros
Xi Yi y(xi) | ly(x) — il
x; = 0.05 | -0.1428 | -0.1427 0.0001
x; =0.1 | -0.2715 | -0.2713 0.0002

.....

x10 =0.5 | -0.8938 | -0.8935 0.0003

x1g =09 | -1.0188 | -1.0187 0.0001

x19 = 0.95 | -1.0114 | -1.0113 0.0001
Notamos como o erro é um quarto dos erros nos mesmos pontos da
tabela anterior, com h = 0.1, portanto é verificado que o erro
||Yteo — ¥||oo < Ch?, 0 método é efetivamente de segunda ordem.
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Resolucao de PCV ndo lineares

Considera o seguinte problema de contorno n3o linear (na fungio-solug¢do
y(x))

y'(x) = ysin(y) + xy

y(0) =1

y(1) =5
Aplicando o método das diferencas finita de segunda ordem usaremos a

formula D,y(x;) para aproximar a y”(x;) e portanto obteremos um
sistema n3o linear formado das equagdes n3o lineares

i1 — 2Yi + Yie . .
th—);—i_yl =y;siny;+xy, comi=1....n—1
ou seja multiplicando por h? e reagrupando os termos

1-— y1[2 + h2 sin(yl) + h] +)/2 =0
yi1— yil2 + R?sin(y;) +ih)+ yis1 =0, i=2,...,n
Yn—2 — Yn_1[2 + h?sin(yn_1) + (n — l)h] +5=0
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Este sistema sendo que resulta ser n3o linear pode ser resolvido
com o método de Newton para sistemas n3o lineares, que vai
construir uma sequencia de vetores y(k) € R™! que vém dos
passos k =1,2,..., de Newton

Jr(y*ys = —F(y*b)

onde a solucdo s € R"1 e F:R"1 5 R descreve o sistema
ndo linear F(y) = 0 da slide anterior e Jr(y) é a matriz Jacobiana
de F calculada no vetor y. Este método precisard de um vetor
inicial y(© € R"™ ! que pode ser escolhido perto da solucio para
puder garantir a convergéncia... Uma maneira de fazer isso é
escolher y(®) obtido dos valores que a reta r(x) que passa por os
pontos do contorno (xo, yo) (Xn, ¥n) toma nos pontos x;. Ou seja
podes tomar yi(o) = r(x;), e verificar se obtiver convergéncia.
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PVC com condicoes de Neumann ou de Robin

Considere o problema de valor de contorno

y'+2y +y=x
y(0)+y'(0)=e—-3
y(1)=-1

Podemos usar métodos de diferencas finitas para a equac¢do do problema
como antes, mas agora podemos usar uma formula também para
aproximar a condi¢do de Robin assim o nosso problema continuara a ser
resolvido respeito as y;. Se por exemplo usdssemos a formula de
diferencas finitas progressiva de primeira ordem D, y(xo) = #7%° para
aproximar y’(xg) obteremos uma equacdo a mais

Yo + Lhyo +3=e (1)
no sistema linear visto anteriormente, depois ter aplicado o método de
diferencas finitas. Ent3o teremos um sistema de n equagdes lineares em n
incognitas Yo, Y1, V2, -+ Yn_1-
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Mas isolando yp na equagdo obtida antes teremos

_ h(e —3) —
Yo = h_1 .

Este valor de yp em funcdo de y; pode ser inserido no sistema
linear, substituindo yp na sua primeira linha

(1= h)yo+ (K —=2)y1+ (L+h)y = h
ontendo assim

(h? = 1)y1 + (1 + h)y2 = h* + h(e - 3).
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O sistema resultante serd

P—1 1+h h3 + h(e — 3)
1-h h -2 1+h y1 2h3
2

1—-h R2—2 1+h Yot (n—2)h3
1-h K -2 (n—1)h+1+h
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Estrategias para ter segunda ordem com condicoes de
contorno de Neumann ou de Robin

Aproximar somente uma equacdo do problema PVC de primeira ordem e
deixar as outras usando formulas de segundo ordem n3o garante a
segunda ordem do método, portanto para ter a segunda ordem do
método precisaremos usar uma formula de segunda ordem também para
aproximar a condicdo ao contorno

y(0)+y'(0)=e-3. (1)
Para fazer isso ha duas estratégias

@ Podemos considerar um ponto a mais a esquerda de xg, indicado
com x_1, onde podemos ter informagdo da y(x), por exemplo no
caso da barra de metal conhecemos a temperatura num ponto que
dista h do ponto xg da barra, (temperatura ambiente por exemplo) e
assim podemos aproximar y’(0) com a formula centrada de segunda

ordem ¥5/=1. Esta levard a adicionar ao sistema original a equacdo

(L—h)y_14+(r=2)yo+ 1+ h)yr=hx=0
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Obtendo assim o sistema de dimensao n

-2 1+h
1—h h—=2 1+h Yo
. - yl =
2
1-h h"—2 1+4+h Vo1
1—-h h*-=-2
_(1_/7))/—1
h3
2h3
n—2)h’
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Se n3o conhecemos y_; usando que
yo+ 25 =e—3 = y_1 = y1 + 2hyo — 2h(e — 3) obteremos o
seguinte sistema linear de dimens3o n

h?2+2h—2 2

1—nh -2 1+h Yo
1—h h2—2 1+h
1—h h—2 Yn-1
—2h(e —3)(1 — h)
h3
2h3
(n—2)m3

(n—1)h+1+h
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Segunda estratégia para ter um método de ordem 2 para
um PVC com condicdes de Neumann ou de Robin

@ Utilizar uma formula de diferencas finitas de segunda ordem
n3o centrada. No nosso caso que temos a condicdo de Robin
no ponto xp a esquerda podemos aproximar y’(xg) com a
formula de segunda ordem

1
y'(x0) = —%(3)/0 — 4y + yo)

assim substituindo esta aproximacdo na condicdo

yo + y'(x0) = e — 3 poderemos isolar a yp: yo = %};73)’7
e substituir ela na equacao

(1= h)yo + (h* = 2)y1 + (1 + h)yr = h*

e obter assim um sistema linear de dimens3o n — 1 nas
incognitas y1, v, ..., Yn—1 que terd solucdes que distam da

solucdo de problema com um erro de ordem 2.
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