MS211, Calculo Numérico, Turma E
Primeiro Semestre de 2020, UNICAMP

Resolucao Lista de Exercicios 6

Entrega por Google Classroom dos exercicios e itens marcados com (*) até
Sabado 08/08/2020.

Os exercicios e os itens (*) podem ser desenvolvidos em grupos de até trés
membros.

(1) Peso 50% na nota final
Resolva o seguinte problema de valor inicial usando vérios métodos numérico Verifique
se consegue chegar a solucao y(z) = %6_2(“'1) + %.

y(=1) =2
Achar a solucao y = y(z) no ponto x = 10, usando o método de Euler explicito com
h=1/8 h=1/16, h=1/32, h =1/64, h =1/128.

Verifique se com o os dados obtidos pode confirmar que o método de Euler Explicito
¢é de primeira ordem

{ y=-2y+ux

Repetir os dois itens anteriores usando o método de Euler implicito. Utilizando uma
forma explicita similar a aquelas apresentada na aula, que se obtém para problemas

lineares em y do tipo
{ y' =Xy
y(zo) = 1o

Agora usando o método do ponto fixo em cada passo de Euler implicito, aproxima
a solucao do PVI em cima novamente em z = 10,

eusando h =1/8, h=1/16, h=1/32, h=1/64, h = 1/128.

Use como critério de saida no ciclo do método do ponto fixo (associado a Euler
(k+1) _ yz(k)‘ < 10710

implicito) o seguinte : |y,

Resolve o item anterior mas usando esta vez o método de Crank Nicolson.

Usando os resultados obtidos nos dois itens anteriores pode afirmar que o método
de Crank Nicolson resulta ser mais acurado a paridade de h respeito o método de
Euler implicito? Era esperavel que esta afirmacao fosse verdadeira? Motive a suas
respostas.

Usando os dados dos itens anteriores verifique se o método de Euler implicito é de
primeira ordem e se Crank Nicolson resulta ser de segunda ordem. Note que néo
sempre este é facil verificar quando estamos trabalhando com valores de erro muitos
pequenos. Note que o parar nio ao infinito a iteracdo do ponto fixo com tol = 1010
afeta os resultados dos métodos.



Resolugao (1):

(a)

Implementamos Euler explicito y;+1 = y; + hf(xi, yi), sendo que f(z,y) = -2y + x,
o método tem a segunte expressao no passo i + 1

Yit1 = Yi — 2hy; + hx; = (1 — 2h)y; + ha; (Ex0.0a)

com xg = —1, yo = y(—1) = 2, x; = xo + ih.
Sendo que queremos achar a solugao em = = 10, e seja n o numero inteiro de passos

necessario temos que n = 1020 — 1041 _ l—hl e analogamente h = % Observamos

R R
que com os h sugeridos h = %, %, 3—12, 6%1,% permitem de obter a aproximacao de
y(10) em resperivamente n = 88,176, 352,704, 1408.
Podemos implementar em cada passa a expressao (Ex0.0a) e depois n passos achar

a Yn € tomar este como aproximagao de y(10).

Outra maneira de achar y, é dar a sua expressao direta. Este é possivel porque
f(x,y) é linear respeito y. Notamos que y; = (1—2h)yo+hxo, y2 = (1—2h)y1+hx) =
(1—2h)%yo + (1 —2h)hao + hay y3 = (1 —2h)3yo + (1 —2h)2hao + (1 — 2h)hay + has
e para um n qualquer temos entao

n—1 n—1
yn = (1= 20)"yo +h > (1= 2h) 2p + han 1 = (1 20)"yo + h Y (1 = 2h) z,,.
j=1 Jj=0

Implementando o método obtemos usando o segundo procedimento obtemos os se-
guites resultados de y, e erro e = |y(x,) — yn| respeito o y(z,) = y(10) teorico:
y(10) = 4.750000000767104

h | n Yn en en/ean
5 | 88 | 4.750000000027842 | 7.3926 - 10~ °

% 176 | 4.750000000170903 | 5.9620 - 10~1° | 0.806
35 | 352 | 4.750000000374301 | 3.9280 - 1071 | 0.659
51 | 704 | 4.750000000539973 | 2.2713 - 10710 | 0.578
3z | 1408 | 4.750000000644795 | 1.2231-101° | 0.539
35 | 2816 | 4.750000000703603 | 6.3501 - 107! | 0.519

Os resultados sao esperados ser muitos similares usando o primeiro procedimento.
A diferenca nos resultados serd devida somente aos erros de arredondamento.

Notamos da tabela anterior que para h pequeno (h = 6—14, le%7 %6) temos que

ep ~ 0.562h

portanto 2= ~ 0.5 <= e = Ch com C independente de h, e entdo provamos que
o método de Euler explicito escala linearmente com ordem 1.



(¢) Forma explicita de Euler implicito:

Um passo de Euler implicito neste problema determina ;1 com a seguinte formula

Yir1 = Ui + hf(@ig1,Yiv1) = yi — 2hyir1 + haip1. Sendo que f é linear respeito y
podemos isolar os termos que multiplicam y;+1 obtendo (1 + 2h)y;+1 = yi + hxit1

e entao y;+1 = % Daqui obteremos
_Yot+hri Wy hxy
Y1 = = +
1+ 2h 14+2h 14 2h
hz hz hx
Yo = Y1 i 2 _ Yo _ 1 S+ 2
1+2h  1+2h  (1+2R)2  (1+2h)2  1+2h
_ Yo hzq hxo h{I,'g
Y= T onps T (Tt2n)p T x2n? T1+on

A forma explicita do passo n sera entao
n
- Yo h;
N R TAT ; (1 + 2h)n—itt

Implementando o método obtemos usando os seguites resultados de y, e erro e, =
|y(xn) — yn| respeito o y(x,) = y(10) teorico: y(10) = 4.750000000767104

h n Un en en/ean
= | 88 |4.750000008151764 | 7.3847 107

£ | 176 | 4.750000002732051 | 1.9649-10~° | 0.266
+ | 352 | 4.750000001484384 | 7.1728 - 10~1* | 0.365
& | 704 | 4.750000001074244 | 3.0714-10710 | 0.428
35 | 1408 | 4.750000000909346 | 1.4224-10710 | 0.463
35 | 2816 | 4.750000000835573 | 6.8469 - 10~ | 0.481

Observamos que - = 0.5 para h que tende a zero, entdo como antes o método
escala linearmente respeirto h portanto é provado que Euler implicito é de primeira

ordem.

Euler implicito resolvido com método do ponto fixo:

Cada passo do método de Fuler implicito em geral pode ser resolvido atraves um
problema do ponto fixo: yi+1 = P(yitr1) = yi + hf(®it1, Yit1)-

No nosso caso usaremos a seguinte funcao no passo ¢ + 1 de Euler implicito
Qi11(y) = vi — 2hy + hxit.

Note que esta fun¢ao ®;;1(y) muda em cada passo ¢ + 1 e depende de h.



No passo i+ 1 de Euler implicito temos de implementar o seguinte método do ponto
fixo

gt = @iy
Sabemos que se este método do ponto fixo convergir entao convergira necessaria-
mente ao valor ;1 do método de Euler implicito, ou seja limg_, o yg_lf_)l = Yit1.

A . . - (0
Para ter convergéncia temos de partir de uma aproximacao yl( +)1 de y;+1 que per-

tence a um intervalo I que contem y;41 e tal que
() <1 Vyel

Observamos que para cada y € R ®; ,(y) = —2h e portanto

1
®i 1 (y)| <1 <= 2h <1 < h<5

Portanto podemos pegar I = R, e entao para cada yﬁ)l € Reusando h < % teremos

que o método do ponto fixo converge.
Aplicamos entao em cada um dos n = % passos o método do pontos fixo para obter
0s Y;+1. Usaremo cmo controle para sair das iteragoes do ponto fixo a condigao

|y£ﬁL1) - yﬁ)l] < 10719 ¢ tomaremos ygf{l) como ¥;+1. Em cada passo ¢ + 1 usare-

mos yiil = y; onde y; é o valor obtido no passo i de euler implicito (apds aplicar o
associado método do ponto fixo). Obtemos os seguintes resultados:

n Un €h eh/€2h
88 4.750000008079004 | 7.3119 -107Y

ol S

L | 176 | 4.750000002764791 | 1.9977-107° | 0.0.273
& | 352 | 4.750000001422538 | 6.5543 - 10710 | 0.328
L | 704 | 4.750000001081751 | 3.1465 - 1070 | 0.480

5= | 1408 | 4.750000000905653 | 1.3855- 10719 | 0.440

35 | 2816 | 4.750000000842904 | 7.5800 - 107! | 0.547

Notamos que a ;—*;l oscila ao lado de 0.5 quando h é pequeno, portanto podemos
intuir que o método tem um erro que escala linearmente com h , confirmando que
o método é de ordem 1. Era esperavel ter resultados um pouco pior de usar Euler
implicito na forma explicita sendo que com o método do ponto fixo nao achamos

(k)

exatamente 0s ;41 mas suas aproximacoes y; .



(e) (Crank-Nicolson na forma implicita)

Cada passo do método de Crank-Nicolson em geral pode ser resolvido atraves um
problema do ponto fixo: y;+1 = ®(yir1) = yi + %(f(xz, vi) + f(Zig1, Yit1))-
No nosso caso usaremos a seguinte funcao no passo ¢ + 1 de Crank-Nicolson
Di1(y) = yi + %(—Qyi + x; — 2y + z;41). Note que esta funcao ®;11(y) muda em
cada passo ¢ + 1 e depende de h.
No passo i+ 1 de Crank-Nicolson temos de implementar o seguinte método do ponto
fixo

yiY = @it
Sabemos que se este método do ponto fixo convergir entao convergira necessaria-
mente ao valor ;1 do método de Crank-Nicolson.

Para ter convergéncia temos de partir de uma aproximacao yi(i)l de y;11 que per-

tence a um intervalo I que contem y;41 e tal que
@5 a(y)l <1 Vyel
Observamos que para cada y € R ®;,(y) = —h e portanto

B () <1 e h<1

Portanto podemos pegar I = R, e entao para cada ylg?r)l € R e usando h < 1 teremos

que o método do ponto fixo converge. Note que podems pegar um h entdo maior
daquele para ter convergéncia com Euler Implicito (h < %) esta é uma vantagem de
ste método. Além disso sabemos que a paridade de h Crank-Nicolson tem de ser
mais acurado sendo que é um método de seunda ordem e,, ~ Ch?.

Aplicamos em cada um dos n = 1—,11 passos o método do pontos fixo para obter os
yi+1 com h < 1. Usaremo cmo controle para sair das iteragdes do ponto fixo a

condicao ]yggl) — yﬁ)ll < 10719 ¢ tomaremos ygﬁrl) como ;1. Em cada passo

1+ 1 usaremos yl-g)l = y; onde y; é o valor obtido no passo i de euler implicito (ap6s
aplicar o associado método do ponto fixo). Obtemos os seguintes resultados:

h n Un en en/ean
T | 44 | 4.750000000494608 | 2.7250 - 1010
§ | 88 | 4.750000000716055 | 5.1049 - 107! | 0.187

L1176 | 4.750000000749257 | 1.7847 10~ | 0.350
L | 352 | 4.750000000769129 | 2.0250 - 10~2 | 0.113
L | 704 | 4.750000000762037 | 5.0671-107'2 | 2.50
= | 1408 | 4.750000000774095 | 6.9909 - 10~'2 | 1.380

L | 2816 | 4.750000000767248 | 1.4338 - 10~13 | 0.0205




Nesta aplicagdo de Crank-Nicolson nao conseguimos achar que ordem é dois, se

bem com os h maiores temos que :7’; estava menor de 0.5 mas nao perto suficiente
2
1

a 37 = 0.25 que era o valor para confirmar que o método for de ordem 2. Lembre
que se um método for de ordem 2 entdo e, ~ Ch? para h suff. pequeno e entdo era
esperavel que ;—*; R % = i = 0.25.

Nao conseguimos provar a ordem porque os erros sao demais pequenos (menores
de 10719) e a tolerancia usada no método era 10719 assim o mesmo y;1 pode ser
inacurado de 10710 por isso resulta dificil comparar os erros. Além disso quando
estamos tratando de valore muito pequenos os erros de arredondamento terao um

efeito relativamente grande nos calculos finais.

(e) Porém as observagoes feitas no item anterior notamos que o método de Crank-

Nicolson dé a paridade de h aproximacoes de y(10) melhores de Euler implicito.
Note que na coluna dos erros de Crank-Nicolson que obtem erros menores respeitos
a aqueles obtidos com as mesmas h de Euler implicitos e explicito.
Isso era esperado porque o método de Crak-Nicolson é de segunda ordem e entao
eCK,h ~ C1h? para h pequeno em vez epr,n ~ Cah e entao se h for pequeno , pode
tomar por exemplo h < % assim ambos os métodos do pontos fixo convergem, vai
ter que h? < h e portanto eck,n < €gr,, com h suficientemente pequeno.

(2) Peso 25% na nota final
Considere a seguinte equagao diferencial nao linear (PVI nao linear)

{ y' = cos(y + )
y(1) =0

(a)* achar o valor da solucao y(z) da PVI em cima no ponto z = 10 usando Euler
aperfeigoado, e diferentes tamanhos de passo: h=1, h=1/2 , h=1/4, h = 1/10.

(b)* Indicado com ey o erro feito com h = 1 em que relagdo encontram-se os erros e;

(associado a h = %) respeito ao erro eg? E o erro e1 obtido com h = % pode ser
10

deduzido do erro ey?

(c)* Sabendo que o erro ey = 1.1672 - 1072 E possivel encontrar um h = 1/2F tal que
o erro associado e seja menor de um dado € > 0?7 Se sim, encontre k tal que

lex] < 1079
(d) Sabendo que o método de Euler aperfeigoado tem o erro de truncamento
" 1
Th = h3 <y6 - g(fm: - 2ffy + f2fyy)>

e que no nosso problema o erro global satisfaz
T,
jen(@)] < S (0770 — 1)

estimar o erro associado a cada uma aproximacoes obtidas no item a.



Resolugao (2):

(a)

Neste exemplo temos como ponto inicial zg = 1 com yg = 0. PAra poder achar
uma aproximacao da solucao do PVI em z = 10 precisaremos efetuar com Euler
aperfeicoado um numero n de passos que dependem do tamanho A escolhido. Vale
a relacdo n = 5”*% = % = %. Com h =1,1/2,1/4,1/10 temos de fazer respecti-
vamente n = 9, 18, 36, 90 passos para chegar a x = 10 partindo de z¢y = 1.

O método de Euler aperfeicbado é um método explicito de segunda ordem e por-
tanto independemente se f é linear ou menos conseguimos implementar cada passo
exatamente sem necessidade de resolver equacoes e entao de usar métodos do ponto
fixo.

Cada passo y;1+1 de Euler aperfei¢bado satisfaz a formula y;11 = y; + %( flag, i) +
f(zis1,yi+hf(xi,y;))) sendo que no nosso PVI f(z,y) = cos(y+x) temos a seguinte
formula explicita

h
Yitl = Yi + 5 (cos(y; + x;) + cos(y; + heos(y; + ;) + wit1)) -

Implementando esta formula nos n passos obtemos os seguintes resultados.

1 g —7.0788213/522934692
% 18 | -7.069772551642987
% 36 | -7.067730004178916
1—10 90 | -7.067236918450305

Note nao visualizamos o erro porque desconhecemos a solugao teorica do problema.

Sabemos que o método de Euler aerfeicoado é de segunda ordem portnto quando
h for suficientemente pequeno teremos e, ~ Ch? com C independente de h. Se
indicamos com ey o0 erro para h = 1 eg = ep—1 teremos que ey = ep—1 = C' Assim se
temos o erro ep com h qualquer entao

en ~ egh? (Ex0.0b)

entao posto e; := e;,_ 1 teremos
21

1)2 1\? 1 e
w(z) = <2) =09 = 4
Usando (Ex0.0b) com h = % teremos

1_60

€p—1 = €0

10 102~ 100"



(d) A resposta é sim; conehcendo ey é possivel encontrar k tal que ey := €;_ . seja
e e
tal que e < . Usando o resultado do item anterior temos que e ~ ﬁ = 4—2 e
entao é suficiente encontrar um k tal que
€0
47 < €.
Note que esta desigualdade é equivalente a encontrar k tal que 4% > £ ouseja tal

que
. < log(eo) —log(e)
log(4)
com o logartimo log(-) numa base qualquer. Se usassemos eg = 1.1672 - 1072 e
e = 107? teremos de pegar um k inteiro tal que

log((1.1672) =249  logy((1.1672) 47
log(4) logy(4)

Portanto sera suficiente tomar k = 12 para ter e, < 1079, Note que usamos neste
exercicio ey = |y(Z) — y,| portanto teremos sempre e = |eg|.

k> ~ 11.7382

(3) (*) Peso 25% na nota final Considere o seguinte PVC

y'=y +2y+z

y(=1) =2

y(2) =3
Achar uma aproximacao da solucdo em z = 1, usando um método de diferencas finitas
de segunda ordem para vérios espacamentos: h =1/2, h = 1/4, h = 1/10.
Comparar os resultados obtidos e dizer de quanto o erro diminui com estes h respeito o
erro ey obtido do método se usdassemos h = 1.

Resolugao (3):

Este problema de contorno é associado a equacao diferencial 3" = 3’ + 2y +  num dominio

[0, zn] := [—1,2] e com valores no contorno yo = y(—1) = 2 e y, = y(2) = 3. Sabemos que
se distanciamos os pontos x; no intervalo [—1,2] com um espagamento fixo h , entao teremos
x; = x9+ h , v, = g + nh portanto obtemos n + 1 pontos x9g = —1,x1 ..., 2, equidistantes
em [xg, x,| com n = % = % inteiro. No nosso problema entao associados aos espacamentos
h = %, %, %0 teremos n = 6, 12, 30 respetivamente.

Queremos determinar uma aproximacao de y(x) no ponto £ = 1. Vamos ver se Z é um ponto
da malha {x;}i—0,..» construida antes com espagamento h. Se acontecer isso tem de existir um

n tal que T = xz = xg + nh, entao temos necessariemte ter um 7 = f_hwo = % = % inteiro.
Para h = %, %, %0 obtemos respetivamente n = 4, 8, 20, entao teremos determinar

74 NO caso h = %
yYg No caso h = i
Y20 NO caso h = 55



Para determinar estes yz usamos um método de diferencas finitas de segunda ordem aplicado
a equacao diferencial do problema. Aproximamos com as seguintes formulas centradas de
segunda ordem as derivadas:

oy Vil —Yier g Vil — 20 + Yi
Yy (i) ~ T on y' (i) ~ 12
entao o método aplicado a equacao diferencial nos pontos interiores x; = xg + th com i =
1,....n—1¢
Yirl — 2 +¥ir1  Yit1 — Yi-1
h? 2h

—2yi—x; =0
Multiplicando por h?

=iy
Yie1 — 2y; +yio1 — L IEL 5 Pl on2y; — WP =0

e ragrupando os termos y;, ¥;—1, Yi+1 obtemos

h h )
(1+ 5).%—1 —2(1+ hz)yi +(1- §)yi+1 =h%z; paracadai=1,...,n—1

Em particular associado a ¢ = 1, sendo que conhecemos 1y = 2 obtemos a equacao

h h h
—2(1+h*)y + (1 — 5)3/2 =h?r; — (1 + §)yo =h%z; —2(1 + 5)
e com 7 = n — 1 obtemos
h h h
(1+5)yn—2 —2(1 + W) yp_1 = WPz, — (1 — 2 = Rz, 1 —3(1 — 2)

Entao obtemos o seguinte sistema linear de dimensao n — 1 no formato matricial

Ayp =0 (Ex0.0c)
com
—2(1+h%) 1-1%
1+4 20 +hh2) 1-n .
e 1+ 3 —2(1+h?) 1-3%
1+% —2(1+hn%) 1-1%
1+4  —2(1+h?)
€
U1 h2x1 — 2(1 + %)
Y2 h?x;
Yn—2 h2l'n72
Yn—1 h2xn71 - 3(1 + %)



Este sistema tridiagonal pode ser resolvido eficientemente com o algoritmo de Thomas. Mas
agora, vamos verificar se podemos resolver este sistema com o método iterativo de Gauss-Seidel
ou Jacobi. Verificamos se a matriz satisfaz o criterio das linhas estrito. Observamos que com
h<2

h h h h
Jaii| = 200+ 1), ai, |+ lai i =L+ S+ 1= Sl =1+ +1-5 =2
2 2 2 2
entao temos que |a;| > |ai, i—1]|+|a;, i+1| € portanto a matriz triadiagonal satisfaz estritamente
o criterio das linhas e portanto o método de Gauss Seidel e de Jacocobi convergem por um
qualquer y,(lo) e R L

Aplicamos Gauss-Seidel ao sistema Ay, = b descrito antes, partindo de um vetor ygo) = ygo)

(0)

que toma os valores y; = r(z;) com i = 1...,n — londe r(z) = 3(z + 1) + 2 é a funcdo
que descreve a reta que passa pelos pontos (zg,y0) = (—1,2) e (zn,yn) = (2,3). Esta escolha
permite de acelerar o método de Gauss-Seidel.
Como critérios de sucesso do método de Gauss-Seidel consideramos estes dois contempora-
neamente:
Iy = Voo < 107 € resy = [Ib - Ayy? oo < 1070

Na saida do método visualizamos, veja a seguinte tabela, o valor y; =~ y(1) obtido

h | n Yn k iteracoes de Gauss-Seidel | residuo resg
3 | 4104225 28 4.9418e-10
1| 8 (04185 98 7.6527e-10
L 120 |0.4173 545 9.3168¢-10
5 | 40 | 0.4171 2010 9.7281e-10
| 80 | 0.4171 7380 9.8612e-10

Notamos que os valores obtidos y5; aproximagoes de y(1) convergem para h que tende a zero
ao valor 0.4171 que entao muito provavelmente serd a menos de arredondamentos o valor
exato y(1). Menor é h maior serd a dimensao do sistema e mais custos iteragdes Gauss-Seidel
necessita para encontrar tal aproximagao. Se ticessemos o erro ey = |y(1) — ygr| associado a
h = 1, sendo que o método é de segunda ordem entdo ey ~ Ch? = C para h suficientemente
pequeno (h — 0). Entao se usassemos um h qualquer teremos

en ~ Ch? ~ egh?

portanto esta é a relagao que permite de determinar como e; diminue ao variar de h respeito
€Q.
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