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e Resolva o seguinte sistema linear com e depois sem pivotamento na aritmética com
4 digitos significativos e com arredondamento FP(10,4,1, A)

10702 + 229+ 23 =1
221 — 4029 + 10225 = 4 - 10% — 220
—4zq + 10829 = —7.5- 106

e Compare as solucoes obtidas.

e Porque era esperado que o método de pivotamento parcial dava uma solucao mais
acurada.

Note que a solucdo exata do sistema ¢ (2-10%,0.5, —2). Pode utilizar um cédigo para
implementar o método com ou/e sem pivotamento, mas nao € obrigatorio. Mas é im-
portante que imprimas os valores dos coeficientes das matrizes A*) e b*) obtidos, além
da solucao.

Resposta:

(a) Escrevendo os valores em FP(10,4,1,A) o Método de Gauss sem pivotamento é:

0.1-107° 0.2-10' 0.1-10' 0.1-10!
(AW pM) = 0 —0.4-107 —0.2-107 | 0.2-107 |,
0 0.9-107 0.4-107 | —0.35-107

0.1-107°> 0.2-10% 0.1-10' |0.1-10t
(A@[p)) = 0 —0.4-107 —0.2-107 | 0.2-107
0 0 —0.5-10% | 0.1-107

Assim, a solucdo do sistema é (2-105,0.5, —2) = (0.2 -107,0.5, —0.2 - 101).



9

(b) Método de Gauss com pivoteamento

—0.4-10'  0.1-107 0 —0.75 - 107

(AWM = 0 0.5-105 0.1-10*| 0.25-10° |,
0 0.225-10' 0.1-10' | —0.875- 109
—0.4-10" 0.1-107 0 —0.75- 107
(AP = 0 0.5-10°  0.1-10 0.25 - 106
0 0 +0.9996 - 10° | —0.2- 10!

Entao a solucao do sistema é
(2-10°,0.5004 - 10°, —2.001 - 10°) = (0.2 - 107, 0.5004, —0.2001 - 10%).

Comparando as duas solucoes obtemos que a solugdo obtida pelo método sem pivota-
mento da o resultado exato, enquanto o com pivotamento teve uma pequena diferenca.

Esperamos que o método com pivotamento parcial d4 uma solugdo mais acurada por
que o célculo do termo m;; pode ter grandes erros quando ha um valor proximo a zero
na diagonal da matriz A, usando o pivotamento conseguimos evitar a divisdo por um
termo muito pequeno.

e Lscreve os algoritmos e depois os codigos do método de Jacobi e do método de
Gauss Seidel para resolver sistemas lineares dados de dimensao n qualquer.

e Verifique se e qual dos seguintes sistemas podem convergir usando o método de
Jacobi e/ou o método de Gauss Seidel.

13x1 + 3z9 — 623 = 2 3x1 + 39 — 63 =4

4.%1 — 131‘2 — 81‘3 =0 41.1 _ 12$2 —x3 = 0

511 + Twg — 1203 = =2 102y + Txo — 3w3 = =2

No caso de convergéncia implemente o método e acha a aproximacio z*) da solucio
que seja tal que Hl'(k) — x(k*1)|‘oo < 107! e com o residuo Hb — A:E(k)HOO <1072

Resposta:

e Vamos analisar a matrix do primeiro sistema dada por:

13 3 —6
A= 4 —-13 -8
) 7T =12



— Método de Jacobi: Criterio de convergencia (critério das linhas):
Verificamos se a diagonal de A é dominante por linhas:

13>34[-6|, [-13]>4+|-8], |-12|=5+7

A matriz ndo estd com diagonal estritamente dominante por linhas, mas a
matriz satisfaz o critério das linhas fraco e tem todos os termos a;; # 0 portanto
sendo também que o seu determinante diferente de zero, podemos concluir que
o método de Jacobi converge para esse sistema.

Resultados numéricos: Apés k = 9 iterageds com (%) = (0, 0, 0)* obtemos
(resultados aproximados no fim com 6 digitos decimais)

=) = (0.282551, —0.065239, 0.246902)"

com |2 — W), = 0.0014355, |b — Az | = 0.006739

— Método de Gauss Seidel: Criterio de convergencia: O mesmo critério de
convergéncia obtido parao método de Jacobi se aplica também se para Gauss-
Seidel, portanto o método de Gauss-Seidel converge para esse sistema.

Resultados numéricos: Apos k = 6 iteracdes com z(9) = (0, 0, 0)! obtemos
(resultados aproximados no fim com 6 digitos decimais)

25 = (0.282626, —0.065065, 0.246472)"

com [|285 — 2Ll = 0.001108, [|b — AzE) |0 = 0.006739

e Vamos analisar a matrix do segundo sistema sistema dada por:

3 3 —6
A= 4 =12 -1
10 7 =3

e Método de Jacobi: Criterio de convergencia (critério das linhas):

Vamos verificar se a diagonal de A é dominante:
3#3+|-6|, |12/ >4+|-1|, |-3[#10+7.

Vemos que matriz A ndo possui diagonal dominante por linhas, e portanto nao
converge para Jacobi. Porém, pode ser que trocando as equactes o critério seja
satisfeito e portanto o método de Jacobi convergird apés a troca e vamos fazer uma
trocar entre a primeira linha e a terceira linhas para obter entdo uma nova matriz:

0 7 =3
A= 4 -12 -1
3 3 -6



Verificando a diagonal do novo sistema, temos:
10=74+-3|, |-12| >4+ |-1|, |-6]=3+3.

A nova matriz ndo estd com diagonal estritamente dominante por linhas, mas a
matriz satisfaz o critério das linhas fraco e tem todos os termos a;; # 0 portanto
sendo também que o seu determinante diferente de zero, podemos concluir que o
método de Jacobie de Gauss-Seidel convergem para esse sistema.

Resultados numéricos de Jacobi: Apoés k = 8 iteraceds com z(®) = (0, 0, 0)*
obtemos (resultados aproximados no fim com 6 digitos decimais)

2™ = (—0.427329, —0.066020, —0.913559)"

com [|2'¥ — 27|, = 0.00110658, [|b — A2'P)|| = 0.005247

Método de Gauss-Seidel:

Resultados numéricos de Gauss Seidel: Apos k = 4 iteracoes com z(?) = (0, 0, 0)¢
obtemos (resultados aproximados no fim com 6 digitos decimais)

24l = (—0.426978, —0.066324, —0.913297)"

com [|alk — 28|00 = 0.003, [|b — AzliL]|s = 0.0062856

10. Considere o seguinte sistema nao linear

Ty — 22 =0
(1 —1)2+23 =2

escreva este sistema da forma F(z) = 0. Determina a jacobiana de F' em x.
Quantas solucoes tem este problema? Motive a sua resposta.
Escreva um c6digo para o método de Newton aplicado a este problema.

O método de Newton pode convergir para as solugoes deste sistema? Motive a sua
resposta.

Determine com o método de Newton uma aproximacao z*) da solucio z = (21, x2)
com z1 maior. A aproximacdo procurada tem de ser tal que HF(x(k))HOO < 0.05

Resposta:

e O sistema da forma F(z) = 0;

Jacobina de F em x:



@) = < 2(;12311) 2;1n2 > ‘

e Uma maneira de achar quantas solugdes o sistema tem, é fazendo o grafifo dos pontos
(x1,m2) que satisfazem f;(z1,22) = 0 para i = 1,2 e ver quantas iterseccoes existem.
Este problema tem duas solucgoes dadas por (-0.40467, 0.16378) e (1.1843, 1.40217) (Ver

figura|1] ).
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Figure 1: Intersecgoes das fungoes fi(x1,z2) = w2 — 23 e fo(w1,22) = (21 — 1)? + 23 — 2.

e Lembramos o teorema de convergéncia do método de Newton para sistemas nao lineares
escrito na pagina 21 , slide Aula 16.

Teorema 0.1 (de Convergéncia do método de Newton) Seja F': D C R — R”
a fungao que descreve o sistema nao linear F(z) =0 e seja Qo C D tal que

— Qg contem um tunico zero x de F, ou seja contem wma unica solugdo do sistema.

— F € diferencidvel em Qq, ou seja existem todas as derivadas de F e sdao continuas
em §).

— det(Jr(z)) # 0, ou analogamente existe 3 > 0 tal que || Jrp(x)7Y| < B onde x € o
zero procurado

— A matriz jacobiana Jp(y) satisfaz a condigao de Lipschitz em Qq: existe v > 0 tal
que por cada y,z € Qg temos || Jrp(y) — Jr(2)|| < vlly — =]

entio se (0 ¢ Qo temos que cada z®) estard em Qo e temos a convergéncia do método

de Newton ao zero x procurado: lim 2 )
k—o0

=xT.

— Determinamos uma boa regido 2y que contém um s6 zero e tal que det Jp(z) é
diferente de zero em todo 0y e na sua fronteira.
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Observamos que se partimos de z(©) queremos achar o zero positivo Calculando o
determinante da Jacobiana obtemos

det(J(z)) = dz1mo — 221 + 2

como que queremos que esse determinante diferente de zero, para poder achar a
solugao do sistema linear em cada passo de Newton, portanto temos tomar (z1, z2)
ponto inicial do método tais que zo # % — ﬁ

A curva I = {(z1,29)|z2 = & — ﬁ, x1 > 0} é donde queremos estar longe para
procurar a raiz com xp > 0, porque nesta curva o sistema linear com a Jacobiana
nao vai ter solucao.

Notamos que esta curva toma como maximo xg o valor xo = % e entao o conjunto
Qo = {(z1,22)]z1 > 0, 2 < z3 < 4} contem um zero como se pode ver das
intersegoes da figura em cima , e ndo contem a curva I

Vamos analisar a condi¢do de Lipschitz
17(y) = J(2)|| < ally — |

Na norma infinito obtemos:

21 —21)  —2(y2 — 22)

0) - el = | S0y )Hm

Entao,

17(y) = J(2)llo =max{[=2(y1 — z1)|, [2(y1 — 21)| + |-2(y2 — 22)[}
=12(y1 = 20)[ + [=2(y2 — 22)| = 2|(y1 — 2)| + 2[(42 — 22)|
<4 Hy - Z”oo

Com a = 4, temos que a condicao de Lipschitz vale para todo o plano zy, e entao
também em €.

Portanto o método de Newton pode convergir para a solugdo com xz; > 0 deste
sistema, considerando por exemplo o ponto initial z° = (1,1) porque zg € € note

quexggf,porquelaé%—zfll:O

Aplicando o método de Newton com 2% = (1,1) e com condicio de saida || F(z® || <
0.05 obtemos depois 2 iteragoes

22 = (1.18750,1.40217)!

com a norma do residuo ||F(z(?)]||s = 0.01270.

Matlab program: Método de falsa posicao



function newtonsystema

x0=2;
y0=1;
p0=([x0;y01);

iter=0;

s0=-(der (p0(1),p0(2)))\fun(p0(1),p0(2));
p=p0+s0;

while max (abs (fun(p0 (1) ,p0(2))))>=0.05 ;

s0=-(der (p0 (1) ,p0(2)))\fun (p0 (1) ,p0(2));
p=p0+s0;

pO=p;
iter=iter+1

P

end

end

YN Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y YNNI INN
function f=fun(x,y)
f=[y-x~2; (x-1)"2+y~2-2];

end

YN Y YT Y YYYYYAN
function jac=der(x,y)
jac=[-2*%x 1 ; 2*(x-1) 2xyl;

end

Para o intervalo 2 = [2, 1] obtemos a approximacdo das solucoes (1.1845¢, 1.4025) de-
pois de 3 itergoes.

Para o intervalo 2° = [~1, —2] obtemos a approximacdo das solugoes (-0.4108, 0.1599)
depois de 15 itercoes.
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