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Introducao

Nesta aula apresentaremos um método que usa simples operacdoes
para transformar um sistema linear que admite uma solu¢do num
sistema triangular superior equivalente que admite a mesma
solu¢do. Este método é chamado Eliminacdo de Gauss. Vamos
também analisar o seu custo computacional.

Sendo que sabemos resolver com um custo baixo (de ordem n?)
sistemas triangulares, veja aula anterior, este processo de
transformacdo do sistema num sistema triangular superior
permitird de determinar a solucdo do sistema de partida com um
custo baixo respeito por exemplo o método de Cramer (que tem
custo exponencial ~ n")
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Transformagdes de sistemas equivalentes

Sistemas equivalentes

Definicao
Um sistema Ax = b diz se equivalente ao sistema By = ¢ se os
dois sistemas admitem a mesma soluc3o.

Exemplo:
Os sistemas Ax = b, —Ax = —b, 0.6Ax = 0.5b

sdo sistemas equivalentes.
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Transformagdes de sistemas equivalentes

Transformacoes em sistemas equivalentes

Existem principalmente trés processos que transformam um
sistema linear consistente num outro com a mesma solucao.

@ Troca de equacgdes do sistema. Por exemplo:

5x —4y = —6
{3X—2y:—2 (1)

o { 3x -2y =-2 tem a mesma solucdo (x,y) = (2,4)

5x —4y = —6
@ Multiplicacdo de uma equacdo por uma constante.
Por exemplo
25x -2y = -3 ~
{ 3x — 2y = —2 tem a mesma solugdo do problema (1),

porque a sua primeira equacao é obtida multiplicando por 0.5
a primeira equagdo de (1).
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Transformagdes de sistemas equivalentes

Transformacoes em sistemas equivalentes

@ Adicionar um miiltiplo de uma equacdo a uma outra equac3o.
bx —4y = —6
—7x+6y =10
sistema (1). Isso porque notamos que a sua segunda equagdo
é obtida do sistema (1) somando a segunda equagdo com a
primeira equag¢ao multiplicada por —2, ou seja:

Por exemplo { tem a mesma solucdo do

segunda eq. do novo sistema =
[segunda eq. do sistema (1)] — 2 « [primeira eq. do sistema (1)]
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Transformagdo num sistema triangular superior

O objetivo do método de Eliminacdo de Gauss é de transformar o
sistema de partida Ax = b, com A € R™" n3o singular, num
sistema triangular superior equivalente do tipo Ux = ¢, para poder
achar depois facilmente a solucdo de Ax = b resolvendo somente o
sistema Ux = c.

Este sistema serd obtido usando uma sequencia de transformacdes
do tipo 1, 2, 3 vistas nas duas slides anteriores.

A ideia base é de transformar o sistema anulando em cada passo os
elementos de uma coluna por baixo da diagonal até chegar a um
sistema equivalente triangular superior.
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Primeiro passo do método de eliminacdo de Gauss

Dado o sistema Ax = b de dimens3o n, denotado com
A5 — p0) (p0)

vamos construir um sistema equivalente A x = b(V) que tem a
matriz dos coeficientes A1) com elementos nulos na primeira coluna por
baixo da diagonal ou seja com agll) =0,i=2,...,n
O novo sistema equivalente AV x = p(1) & obtido subtraindo as equacdes
i=2,...,n, a primeira equacdo de A®x = p(© multiplicada por
0

mjy = % ou seja ,

a1

porcada i=2,...,n

eq. i do novo sistema =
[eq. i do sistema (p0)] — mj1 * [primeira eq. do sistema (p0)]

Em vez a primeira equacdo de (p0) n3o é modificada.
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Primeiro passo do método de eliminacdo de Gauss

Este primeiro passo permite de construir a partir da estrutura algébrica
(A|p) a estrutura (A [bM1)) do novo sistema, onde os elementos da

matriz A e do vetor b(!) s3o

A0 = 40, ) — i=lom
a,(jl) = a,(-jo) — m;la(l?), bfl) = bEO) — m,-lbgo) i=2,...,nj=1,...,n

(0)
a.
onde m;; = Eé). Note que das equacdes em cima

CER]

0
a; )
° a,(ll) = 3,('(1)) - ’(é) aﬁ) =0 pori=2,...,n, portanto os elementos
a1
da primeira coluna de A®Mpor baixo da diagonal s3o nulos.

. 0
@ Para poder definir m;; estamos supondo que agl) # 0. Se este
elemento for nulo serd suficiente encontrar um coeficiente da
primeira coluna de A®) que que seja nio nulo, e depois temos de
trocar a primeira linha com a linha de A associada a este coef. n3o

nulo. Este valor ndo nulo tem de existir porque A é n3o singular.
MS211 - Calculo Numérico Aula 12 - Eliminagdo de Gauss 9 /26



Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Primeiro passo do método de eliminacdo de Gauss

O primeiro passo gera portanto o sistema

AW = p(1) (p1)
com © (0 ©) | 0
TH D
0 ay -+ a |b
(AN |pM)y =
0 A )|
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Segundo passo do método de eliminacao de Gauss

No segundo passo obtemos o sistema A@x = p?) equivalente ao
sistema (p1), que tem a matriz dos coeficientes A(?) com valores
nulos por baixo da diagonal na segunda coluna, ou seja com

( ) =0 por i =3,.
Este sistema serd obtldo subtraindo as linhas i =3,...,na
(1)
segunda linha multiplicada por mj; = (1) ou seja, por
922
i=3,...,n temos

eq. i do novo sistema =
[eq. i do sistema (pl)] — m;» * [segunda eq. do sistema (p1)]

As primeira duas equagdes de (pl) ficam em vez invariadas.
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Segundo passo do método de eliminacao de Gauss

Os elementos da matriz A e do vetor b s3o

2 = ay) by = bV (=12 j=1,....n;
3 = al — mpall), b§2 b(l) miobY i=3,....m j=1,...n

o)

a. ~ .
onde mjp = %. Note que das equagdes em cima

a

(1)
° a,(z) = ag) a( D ag) =0 por i =3,...,n, portanto os elementos da

segunda coluna de A®por baixo da diagonal s3o nulos. Claramente
bém 2@ — 20 _ 22 20 _ () send m_,

também a;;’ = a;;’ — @321 = 0 sendo que a;;” =0 por

i=3,....nead =0

@ Estamos supondo que 3212) # 0 para poder definir m;;. Se este
elemento for nulo serd suficiente encontrar pelo menos uma linha de
A que tem o segundo elemento n3o nulo. Este valor tem de
existir porque a matriz A(Y) é n3o singular, sendo que o sistema (p1)

é equivalente a (p0) que admite solug&o.
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Segundo passo do método de eliminacao de Gauss

O segundo passo gera portanto o sistema

APy = p(2 (p2)
com
0 0 0 0
ag 1) 35121 e aéfi b%l;
0o | %
(A(2)|b(2)) _ 0 0 a3 ay, | bs
o o0 a?% a2 | pP
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Passo k geral do método

Indo em frente no método, depois k — 1 passos obteremos o

sistema
Alk=1)y — p(k=1)

com a matriz A(K~1) que terd elementos nulos por baixo da
diagonal nas primeiras k — 1 colunas, e para transformar ele num
sistema com matriz AK) com elementos nulos também na coluna k
por baixo da diagonal,

temos no passo k subtrair as linhas i = k+1,...,n a linha k de
(k=1)
a:
AK=1) multiplicada por mj = % e assim obteremos o sistema
_ 9k

equivalente

AR x = pk) (pk)
com ...
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Passo k geral do método

0 0 0 0
R O B A0

0 A) gD |

awgen o | T e
0 0 : 3&421 k+1 aElen bl(<+)1

o o &% &l | e

Note que temos anulado k colunas por baixo da diagonal depois k passos.

Os coeficientes da matriz e do vetor independentes sdo dados na préxima slide
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Passo k geral do método, coeficientes

Os coeficientes da matriz AK) e do vetor independentes b(¥) s3o, por

j=1...,n
a) =, by = bV (=1, .k
a'('jk) = af'jk) - mikagf—l)v bfk) = b,(k_l) - mikbf(k_l) i=k+1,...,n
1 (2)
d L= al(‘k :
onde mj, = 1)
Ak

MS211 - Calculo Numérico Aula 12 - Eliminagdo de Gauss 16 / 26



Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Passo final n — 1 do método

Sendo que em cada passo eliminamos os elementos de uma coluna, para
eliminar todos aqueles por baixo da diagonal precisamos fazer n — 1
passos com operagdes do tipo (2) (veja slide anterior). Assim depois

n — 1 passos obtemos um sistema triangular superior equivalente
ao sistema inicial Ax = b que é

Aln=1), — p(n=1)

com
0 0 0 0
a® 3512; cee e aé{; b§1;
0 a22 e e e a2n b2
(A=) | pln=1)) = : : - e (ke k:_l
o 0 - aik ) L. asm ) bf( )
S 0 S :
0 0 - 0 0 anh|pY
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Algoritmo do método de eliminacao de Gauss

Require: n, A= (aj), b= (b;)
for k=1,...,n—1do
fori=k+1,...,ndo

k—1
my — a:('k "
ik — (k=1) > 1 divisdo

kk
k k—1 k—1
bl( ) = bl( ) —_ mikb[(< ), > 1 soma e 1 produto
forj=k+1,....,ndo
(k) _ _(k—1)  (k=1)
a’j = aU — m’kak_[ > 1 soma e 1 produto
end for

end for
end for
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Algoritmo do método de eliminacao de Gauss

@ Note que no algoritmo, o ciclo for automaticamente
incrementa o relativo index.

o Na atualiza¢do da a,(-k) desconsideremos as primeira k colunas
sendo que sabemos, das contas descritas anteriormente, que
sdo nulas. Este fato permite nos de um lado de poupar
operagoes e de outro de n3o ter erros de cancelamento
subtrativo no cédigo associado. Cada vez que jd se conhece
um valor tedrico de um qualquer método é bom evitar ao

algoritmo de fazer estes operacdes.
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Algoritmo otimizado no uso da memoria

Require: n, A= (a;), b= (b))
fork=1,...,n—1do
fori=k+1,...,ndo
)

alk=
m= %;
ajk $— M; > Poderiamos por aj, = 0 mas é preferivel aj <— m para gravar todos os mj. que
v3o ser uteis para determinar a fatoragdo LU de A
b,‘ = b,' — mbk;
forj=k+1,...,ndo
ajj = ajj — M- ayj
end for
end for
end for
Este algoritmo permite de gravar todos os passos na mesma estrutura
(A]b) sem necessidade de ocupar nova memoria respeito aquela
disponivel no input. Este pode ser feito sempre que ndo precisarmos de
reutilizar sucessivamente os dados de input A e b.
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Custo Computacional do método de eliminacdo de Gauss

Note que em cada um dos n — 1 macro-passos k:

temos (n — k) itera¢des no ciclo for i = k+1,...,n e em cada uma
destes iteragBes temos (n — k) iteragBes no ciclo for j = k+1,...,n.
Neste ultimo ciclo em j temos em cada iteragdo 2 operagdes, assim em
total no ciclo for j = k+1,...,n temos 2(n — k) operagdes. No ciclo for
i=k+1,...,ntemos em cada iteragdo, além destes 2(n — k), também
3 outras operacdes (1 divisdo, 1 produto e 1 soma), assim podemos dizer
de ter totalmente 2(n — k 4+ 1) + 1 operagdes em cada itera¢do i do ciclo
fori=k+1,...,n

Podemos concluir que o numero total das operagdes é

n—1 n
S 2(n—k+1)+1]

k=1 i=k+1

MS211 - Calculo Numérico Aula 12 - Eliminagdo de Gauss 21 /26



Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Custo Computacional do método de eliminacdo de Gauss

n—1 n n—1 n n
SN R—k+D)+1=DY 1+2 > (n—k+1)] =

k=1 i=k+1 k1:k+1 i=k+1
n—1
> l(n—k)+2 Z(n—k—l—l]_Z[n— )+2(n—k+1)(n—k)] =
k= 1 i=k+1
Z€+2Z(£+1)£, onde £ = n — k
=1 =1
= n(n—1)
Agora usando a regra de Gauss ZE = ——=, eque
=1 2

—-1)(2n-1
ZEZ = % obtemos que o custo computacional do

— — n(n—1) m—n 25 n 7

étodo é {+2 (+ 1) = 2 == — ==
meoer—l— Z(—i—) 5 + 3 3n+2 "
Ent3o o custo computacional do método de eliminacdo direta de Gauss é

da ordem O(n3
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Exemplo de aplicacao do método

Desejamos resolver o sistema

2X1 — Xo + 2X3 = 1
X1+ X — 2x3 = —4
—5X1 + %XQ + X3 = %

Primeiro verificamos se o sistema admite solucdo tnica. Sendo que
det(A) =2—-10+3+10+ 6+ 1 =12 # 0 entdo o sistema é consistente
e admite uma tnica solucdo. Observamos que o sistema tem a matriz A
e b de dimens3o n = 3 portanto s3o esperados somente n — 1 = 2 passos
da eliminac3o de Gauss.

A matriz A e o termo b serdo indicado com A e b(© respetivamente

2 -1 2|1
(AQ)|p©)) = 1 1 2|4
53 13

MS211 - Calculo Numérico Aula 12 - Eliminagdo de Gauss 23 /26



Algoritmo

p T Custo Computacional
Método de eliminagdo de Gauss F
Exemplo

Exemplo de aplicacao do método, Primeiro passo k =1

2 —1 2
Usando (a© |50 = < L1 2 ) geramos os mj; com | =23
-5 3 1

para poder anular os termos a;1, sendo que a;; # 0 ndo precisamos trocar
(0) 0

©

alguma linha. Obtemos my; = Z‘i) =1 my= 2§> = —2. Usamos my;

para gerar a linha 2 de AV e p(1):
) =al) —mnal) =1-4(-1)=3 & =al) - mal = 2 1(2) = -3
b = b — my ¥ = —4 — 1(1) = -2

Usamos ms3; para gerar a linha 3 de A e p).
= o) =

1 0 0
)4 ) =343y =-1 =l 0 _
b = b — my b = 5 + 5(1) =5.

ag = ag — mauay =14 3(2) =6;
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Exemplo de aplicacao do método, Segundo passo k = 2

Do primeiro passo obtemos entdo o sistema com matriz e termo

2 -1 2 1
independente (AM|pM) = 0 2 3| -3 | Agora usando a
0 -1 6 5
o)
msy = % = —% no segundo passo anularemos os elementos (que é sé

a0
asy) por baixo da segunda coluna:

ag? = a%) — m323%) =6+ %(73) =4, b§2) = bgl) — m32b§1) =5+ %(f%) =2.

O sistema final triangular superior serd A®x = b(?), com

2 -1 2 1
(AP = [ 0 % -3 73
0 0 4
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Algoritmo
Custo Computacional

Método de eliminagdo de Gauss
Exemplo

Exemplo, resolucao do sistema triangular superior final

O sistema final A®@x = b2 resulta ser portanto

2x1 — Xp +2x3 = 1
%XQ — 3X3 = —%
4dx3 = 2

Se resolvemos este sistema usando o método descrito na aula
anterior teremos comecando da dltima equacao

4X3=2—>X3:%

9 9.3
3 9 —5+3x3 —5+3
X—33=—5—xx= 23— =-"32=-2
2
2X1—X2+2X3:1—>X1:%:_1

1
A solugdo é portanto (x1,x2,x3) = (—1, -2, E)'
Com uma simples verifica podemos também confirmar que esta é a
solucdo do sistema de partida Ax = b.
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