Espacos Vetoriais

Exemplo: R” é um espaco vetorial com
r+y= (& +m,&+mn2,... 0 +0n), (1)
onde x = (£1,&2,...,&n),y = (1,12, ..., nn) € R™. Além disso
ar = (ay,...,a&,) (2)

e0=(0,0,...,0).
Exemplo: [P, 1 < p < oo é um espago vetorial com

r+y=(E+m,&+tn...), (3)
onde z = (£1,&2,...),y = (N1, Mm2,...) € [P. Além disso
ar = (a1, as, .. .) (4)

e 0=1(0,0,...). Note que se x = (§;),y = (nj) € I?, entdo x +y € I por Minkowski e, obviamente,
ax € [P,
Exemplo: [*° é um espago vetorial com

rt+y=(E+m&+mn...), (5)
onde x = (&1,&2,... ),y = (n1,1m2,...) € 1. Além disso
ar = (aé1,a,...) (6)
e 0=(0,0,...). Note que se z = (§;),y = (n;) € I*°, temos

’gj‘ < ey VJGN

. (7)
Injl <c¢, ¥jeN.
Logo
&5 + 05l <181+ Injl < o + ¢y VN, (8)
o que implica que x + y € I°°. Além disso
|a&j| = |ale, VjeN= ax el™. (9)
Exemplo: Cfa,b] é espago vetorial com
+y)(t) =x(t t
(@ +y)(t) = x(t) +y(t) (10)

(ax)(t) = ax(t)

e 0(t) =0: [a,b] — R tal que 0(¢) = 0 para todo t € [a, b].
Combinagao Linear: Dado {z1,x2,dots, z,} C X, onde X é espago vetorial. Dizemos que

171 + Qo + ... Ay, ahs € K (R ou C) (11)

é combinacao linear do vetores x1,...,Ty,.



Se M C X, o conjunto de todas as combinagoes lineares de vetores de M pé chamado span(M )
e é subespaco vetorial de X.

Definicao: X tem dimensao finita se existir n natural tal que X contém n vetores L.I. e qualquer
conjunto de n+1 vetores é L.D.. Neste caso, n = dim(X). Caso contrario, X tem dimensao infinita.

Exemplo: C|[a,b] tem dimensao infinita, ji que para todo n € N, temos

{1,¢,4%,43,...,t"} é L.I. (12)
Exemplo: [P tem dimensao infinita, ji que para todo n € N, temos
{(1,0,0,...),(0,1,0,...),...,(0,0,...,0,1,0,0,...)} é L.L. (13)

Exemplo: R" tem dimensao finita.
Definicao: Se dim(X) = n, entdo uma n-upla de vetores L.I. em X é chamada base de X. Se
{e1,...,en} é base de X, entao cada x € X tem representagao dica da forma

T =aoie1+ -+ apen. (14)

Definicao (Base de Hamel): Uma base de Hamel do espago vetorial X é um subconjunto
{ei}ier tal que todo x € X pode ser escrito de maneira tinica como

x = Z ajej (15)
JjEJ
para algum subconjunto finito J C I, onde o; € K, j € J.
Defini¢ao (Ordem parcial): Seja C # () um conjunto. Uma ordem parcial em C é uma relagao
< em C com as seguintes propriedades:

i) Reflexividade: x < z V.
ii) Anti-simetria: Se z < y e y < x, entdo x = y.
iii) Transitividade: Se z <y ey < z, entdao = < z.

Uma ordem linear é uma ordem parcial < em C que também satisfaz: Se x,y € C, entao z <y
ouy < .

Exemplo: Seja A um conjunto e £ = P(A). Temos que E é parcialmente ordenado pela
inclusao de conujuntos.

Exemplo: R ¢ linearmente ordenado com a relagao <.

Lema de Zorn: Se E é um conjunto parcialmente ordenado e todo subconjunto linearmente
ordenado de E possui um limite superior, entao F possui um elemento maximal.

Teorema: Too espago vetorial X # {0} possui uma base de Hamel.

Demonstragao: Seja S o conjuntos dos conjuntos L.I. em X. Como X # {0}, um v # 0 é L.L.,
logo {v} € S e portanto S # (). Dados dois conjuntos L.I. L e L', dizemos que L < L' se L C L’
(ordem parcial em S). Além disso, qualquer subconjunto de um conjunto L.I. é L.I.. Logo,se L € S
el/C L,entao L' € S.

Assuma que {Lq }aeca é um conjunto linearmente ordenado em S. Entao, dados L, e Lg, temos
Lo, C Lgou Lg C L,. Vejamos que L = UpeaLy é um limite superior para os L,s em S.

1) L =Ugealq é LLL

Sejam vq,...,v, em L. Entao cada vy € Lo, (v1 € Loy, V2 € Lay, ..., Un € Lg,). Como
{La}aca ¢ linearmente ordenado, algum Ly, , ..., Ly, contém os outro. Portanto vy,...,v,
pertencem a um L, comum, o que implica que vy, ...,v, é L.I..



2) L = UaeaLy é limite superior.
L., C L para todo «a.
Pelo Lema de Zorn, S contém um elemento maximal B. Vejamos que spanB = X. Para isto,

seja W = spanB e suponhamos que W # X. Seja v € X com v # W. Entdo B é subconjunto
proprio de B U {v}. Mas B U {v} é L.I., pois caso contrario existiria combinacao linear

Zcivi = 0, (16)

com nem todos os ¢;s nulos e com os v}s retirados de B U {v}. Como os elementos de B sao L.I.,
um dos coeficientes ndo nulos deve ser de v. Suponha v = v com ¢ # 0. evemos ter k > 2, pois
caso contrario cv = 0 (impossivel pois v # 0). Logo

k—1 k—1
Cs
Ckvz_;civiivz—;civiivew (17)
1= =

Mas v ¢ W (contradigao). Portanto B U {v} é L.I.. Mas isto contradiz o fato de B ser maximal e,
portanto, W = spanB = X. B é a base de Hamel para X.



