Teorema de Baire

Definicao: Um conjunto A é dito nunca denso em X quando A nio contém nenhuma bola,
isto é, quando int(A) = 0.

Exemplo: A unido finita de retas no R? é nunca denso.

Exemplo: Z é nunca denso em R.

Exemplo (Conjunto de Cantor): Comece com o intervalo fechado [0, 1]. Remova o intervalo
aberto (1/3,2/3) para obter dois intervalos fechados [0, 1/3]U[2/3, 1]. Remova o intevalo de meio de
cada um desses intervalos para obter os quatro intervalos fechados [0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U
[8/9,1]. Proceda assim indefinidamente. Se C),, denota a unido dos 2" intervalos fechados de
tamanho 3% no n-ésimo passo, entao C' = Ny ,C,, é fechado e chamdo de conjunto de Cantor.
Como cada C), nao contém nenhum intervalo de comprimento maior que 3%, segue que C' nao
contém nenhum intervalo, logo C' possui interior vazio e é, portanto, nunca denso.

Definicao: M C X ¢ dito magro quando M = U}, M,, tal que para cada n € N, temos
int(M,) = 0.

Exemplo: A unidao A de dois conjuntos nunca densos A; e Ay é um conjunto nunca denso.
Para isto, suponhamos o contririo, isto é, suponhamos que exista aberto B ¢ A = A; U A,.
Note que B C Aj N Ag, pois caso contrdrio, existe (sem perda de generalidade) x € B tal que
r € Ai ex ¢ Ay. Como A; é fechado, existe bola aberta B(z;e) C Ag, o que implica que
B(x;¢€) C A1, o que contradiz o fato de A; ser nunca denso. Conluindo que B C A; N Ay e sabendo
que int(A; N As) = int(A;)int(As), temos que B = ().

Exemplo: Entretanto, nao é verdade que todo subconjunto magro M C X tenha interior vazio.
Tome A C Q qualquer. A é magro, pois é a reunido enumeravel dos seus pontos, cada um dos quais
tem interior vazio em Q. Mas A nao precisa ter interior vazio em amthbb@). Isto pois Q nao é
completo.

Exemplo: Um ponto em um espaco métrico X tem interior vazio se, se somente se, nao é ponto
isolado. logo, um conjunto enumeravel M C X é magro se, e somente se, nenhum dos seus pontos
é isolado.

Exemplo: Uma reta no plano R? é um subconjuntonnunca denso em R?. Toda reunido enu-
meravel de retas é magra em R2.

Teorema de Baire: Todo espago métrico completo X nao pode ser escrito como reuniao
enumeravel de conjuntos nunca densos.

Demonstragao: Suponha que X = U2 | A, onde A,, é nunca denso para todo n € N.

1) Como A; é nunca denso, temos A; # X. Segue que existe bola aberta B(x1;r1) C fllc.

2) Como Aj nao contém nenhuma bola aberta, temos AS N B(z1;71) # 0 e é aberto. Portanto
existe B(wa;7r9) C AS N B(x1;71).

3) Continuando desta maneira, encontramos uma sequéncia de pontos
Tni1 € B(.’En+1, T’n+1) C Ag+l N B(l’n, Tn). (1)
A cada passo, escolha

a) m, < 1/n (de modo que r, — 0 quando n — o).

b) i1 < rp—d(Tn, Tni1) (de modo que se z € Blany1;Tn41], entdo d(z, zp) < d(2, 2p41) +
A(Tpt1,Tn) < 1 — d(Tp, Tny1) + AT, Tnt1) = T, 1860 é, Blxypi1,Tny1] C B(xp;my)).



Note que (x,) é de Cauchy, pois para todo m > n, temos

Ty € By, CB C--+C By, = d(xm,zyn) < 2r, — 0 quando n — oo. (2)

Tm—1

Suponha agora z,, — x. Para todo m > n, temos z,, € B($n+1;rn+1) e tomando o limite z,, — x,
temos x € Blzp+1;n+1] C B(zp;ry). Como isto vale para todo n, obtivemos

z € M2 Blan;rn) € M2 AC = (U2, 4,) € (U2, 4,)¢ c= X =9. (3)

Contradicao! Tendo constuido uma sequéncia de Cauchy que nao converge, X deve ser incompleto.

Outra versao do mesmo teorema ¢é a seguinte:

Proposicao: Seja X espago métrico completo. Se Fy D Fy D --- D F,, D -+ é uma sequéncia
de fechados nao vazios F,, C X, com o limite do diametro de F;, indo a zero quando n — oo, entao
existe a € M tal que N0, F, = {a}.

Demonstracao: Para cada n € N, escolha z, € F),. Isto define uma sequéncia (z,) em X tal
que m,n > nyg = Ty, Ty € Fy,. Ora, para € > 0, existe ng € N tal que o diametro de F,, < €, e
portanto (x,) é de Cauchy em X. Seja a = lim,_,o z5,. Dado p € N, temos z,, € F}, para todo
n > p, donde a = lim, o x, € F), para todo p € N, ou seja, a € N2, F,. Evidentemente nao
podem existir dois pontos a # b nessa intersecgao pois isso obrigaria d(a,b) < diametro de F,, para
todo n. Logo {a} = N>, F,.

Teorema de Baire: Seja X espaco métrico completo. Toda interseccao enumeravel de abertos
densos é um subconjunto denso de X.

Demonstragao: Sejam Aj, As, ..., Ay,, ... subconjuntos abertos densos em X. Queremos provar
que NS ; A, é denso em X, isto é, qualquer bola aberta B; em X contém algum ponto de A. Ora,
como A; é aberto e denso, B; C A; é aberto e nao vazio, logo contém uma bola aberta Bs, a qual
podemos supor tao pequena que seu raio nao exceda 1/2 e seu fecho esteja contido em By C A;.
Por sua vez, Ay sendo aberto e denso, By C Ay é aberto e ndo vazio. Logo existe Bs, de raio inferior
a 1/3 com Bs C Ay N By. Procedendo assim, obtemos uma sequéncia By D By D --- D By, D ---
com Bn+1 C B, N A, e diametro de B, indo a zero. Entao existe a € X (ver Proposi¢ao anterior)
tal que a € ﬂ;?f:an. A relacdo By,1 C B, N A,, mostra que a pertence a todos os A, (além de
pertencer a Bj). Logo a € AN By, como querfamos demonstrar.

Exemplo: Seja Cla,b] o conjunto das fungdes continuas f : [a,b] — R com a métrica da
convergéncia uniforme. O conjunto das fungoes que nao possuem derivada em ponto algum de [a, b]
¢ denso em Cla, b].

Demonstracao: Para cada n € N, consideremos o conjunto

Ay, = {f € Cla,b] : Vt € [a,b], existe h > Otal que

f(t+h)—f(t)‘ ).

; (4)

Segue que se f € A, para todo n, entdo f nao possui derivada em pro algum de [a, b].

1) Cada A, [e aberto em Cfa,b]. Para isto, seja f € A,. Para todo t € [a,b], existe h > 0 tal
que
§(t,h) = [f(t+h) = f(B)] —n|h| > 0. ()

Mostremos que existe, na verdade, ¢ > 0 tal que para todo ¢t € |a,b], existe h > 0 com
&(t,h) > e. Para isto, suponha o contrario. Entao para cada k € N, existe algum ponto
ti € [a,b] tal que £(tx, h) < %, seja qual for h. Como toda sequéncia em [a,b] possui uma
subsequéncia convergente, seja ty; — to € [a,b]. Como & é continua, concluimos que V h,
(to, h) = limj o0 §(tk;, h) < limy oo % = 0, o que é uma contradicao. Como existe tal € > 0,
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afirmamos que d(f,g) < €¢/2 implica g € A,,. Com efeito, para todo t € [a, b, existe h > 0 tal
que

nlhl+e<[f(t+h) = fO) <|f{E+h) =gt +h)|+g(t+h) —g(B)| + |g(t) — (D)

< S lalt+ )~ g()] + & = la(t+ h) — g(0)] > nlhl = g € A, )

Logo A,, é aberto.

2) Cada A,, é denso em Cla,b]: Sabemos que toda fungao continua f : [a,b] — R é unifor-
memente convergente. logo, dado € > 0 e f € Cla,b], mostraremos que existe g € A, tal
que d(f,g) < €. Pela continuidade uniforme de f, existe § > 0 tal que |x — y| < ¢ implica
|f(z) — f(y) < e. Divida o intervalo [a,b] em subintervalos de comprimentos menores que 0.
o gréafico de f em cada intervalo cabe em um retangulo de altura menor que €. Aproxime f
por g € A, com inclinacdo sempre maior que n como na figura.

Como X é completo N52_; A, é denso em X. Logo o conjunto A D N2, A,, das fungoes que nao
possuem derivadas em ponto algum de [a, b] é denso em Cla, b].



