Expansoes Ortogonais

Em R3, temos X X
7=zt +yj)+ zk, {i,],k} ortonormal. (1)

Logo
r=7-1,y=r-j, 2=7r-k
(712 = (7 ) + (7 5) + (7 B).
Defini¢ao: Uma familia (eq)aca em X — {0} é chamada um sistema ortogonal se e, L eg
quando o # (. Se |eq|| = 1 Ya € A dizemos que é um sistema ortonormal. Se A = N, dizemos que
(en) é uma sequéncia ortogonal (ortonormal).

Exemplo: Em [2, (e,)nen é uma sequéncia ortonormal, onde e, = (dy;).
Exemplo: Em L?(—7,7), (en)nez dada por

(2)

¢é familia ortonormal, ja que

1 o (n—m
(en,em>:27r/0 elln—mt _ s (4)

Definigao: Se (e,) é uma sequéncia ortonrmal qm um espago de Hilbert H, entdo para cada
x € H, (z,ey) é chamado de n-ésimo coeficiente de Fourier de x com respeito a (e,). A série de
Fourier de = com respeito a (e,) é a série

Z (x,en) en. (5)

n

Teorema: Se x1,...,z, é sistema ortogonal em um espago com produto interno, entao

n 2 n
Soall =yl (6)
j=1 j=1

Demonstracao:

Z%‘ = <Z%Z$l> = ZZ (j,25) = ZZ [EARTES Z 2512 (7)

j=1 =1 j=11=1 j=11=1

Lema: Sejae, ..., e, sistema ortonormal em um espago com produto interno X. Seja Ay, ..., A\,
escalares e seja x € X. Entao
2
n n n
2 2
=Y Nejl| = lzlP+ DN —glP = e (8)
J=1 J=1

J=1

onde ¢j = (x, €j).



Demonstracao:

<:B— Z)‘ie” Z)\ e]> = ||lz|? - Z)\ x,e;) Z)\]
i=1 j=1
= Jlall” - Zm ZA % +Z|A ¥
= ||z|? +Z —Njej +¢E;) — Z ik
= |lz]|* + Z A=) =) = > ey
i=1 i=1
= [+ =P =D le”
i=1 i=1

3

Note que na expressao acima, (Aj) é o unico termo nao fixo. Se quisermos minimizar o erro,

devemos entao escolher \; = ¢; = (x,¢;). Isto demonstra o seguinte teorema.

Teorema: Seja e, e, ...,e, sistema ortonormal em um espaco com produto interno X e seja

x € X. O ponto y de span{e,...,e,} mais préximo de X é

n

Yy = Z<x7ej>ej

Jj=1

e d= |z —y| é dada por
n
&= lz|® =Y [ {ze5) |?
j=1

Note que

<$yaz)‘j€j>:<l‘Z<$v€j>ejaz)‘jej>zz j (T, e5) Z j (T, €;)
j=1 j=1 j=1

Exemplo: Seja H = L%(0,1), eg(t) = 1, e1(t) = v2(2t — 1).
Note que

(e, e1) = /01 V3(2t — 1)dt = V3 [2§ —t[)] =0

Analogamente, podemos ver que (eg, eg) = (e1,e1) = 1.
Se x(t) = t2, entdo o polindémio de grau 1 mais préximo de x é
1 1
1
y(t) = (z,e0) eo(t) + (z,e1) et) = </ t2> 14 [/ t2V/3(2t — 1)} V32t —1)=t— S
0 0

Desigualdade de Bessel

(10)

(11)

(12)

(14)

Teorema: Se (e,)nen ¢ uma sequéncia ortonormal em um espago com produto interno X,

entao para cada z € X, temos

00
D Hzen” < =)
7=1

2

(15)



Demonstragao: Para cada N € Ne yy = Ej\;l (x,en) ep, temos

N
|z = ynl* = ll=* = > | (@, en) (16)
n=1
logo
N
> Haen) P = [la)® = llz —ywl* < [|=]*. (17)
n=1

No limite quando N — oo, temos
oo
Dl e) P < . (18)
n=1

Teorema: Seja (ep)nen sequéncia ortonormal em um espaco de Hllbert H e A\, € C, n € N.
Entao 22021 An€n converge se, e somente se,

oo
D Al < 0. (19)
n=1

Demonstragdao: Suponha que > > | Ane, converge para x € H. Entao para m > k, temos

<i )\nemek> = A (20)

No limite temos (z, ex) = . Pela desigualdade de Bessel

Sl =D [ en) P < Jlz)? < oo (21)
n=1

n=1

Suponha agora que Yo% | |A,|2 < 00. Defina @, = >t | A€y Assim, para m > k

m 2 m
lzm — 2kl = || D Nei| = D [l (22)
n=k+1 n=k+1

Logo (z,) é de Cauchy e como estamos em um espago de Hilbert, converge.

Convergéncia Pontual e L?

2™ — 2™+l _ 1 fungdes caracterfsticas em cada subintervalo. Entao ||g,| ~ 277/2, 2™ < n <
2™+l 1. Logo, quando n — oo temos ||g,| — 0. Porém g, (t) = 1 muitas vezes se t € (0,1) nio
¢ da forma r/(2m), com r,m € N. Logo (g,) converge para zero em L?, mas nao converge para 0
pontualmente.
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