A propriedade do Ponto Mais Proximo

Defiigao: Um subconjunto M de um espacgo vetorial real ou complexo é convexo se Va,y € M
e VA tal que 0 < A < 1, o ponto Az + (1 — \)y pertence a M.
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Teorema: Seja M conjunto nao vazio, fechado e convexo em um espago de Hilbert H. Entao
para todo x € H, existe um tnico ponto de M que é mais préximo de x que qualquer outro ponto
de M. Isto é, existe tnico y € M tal que

|z =yl = inf [l — 7] (1)
z—y
Demonstragao: Seja k = infgen ||z — g||. Como M # (), kK < oo e para cada n € N, existe
Yn € M tal que
1
o~ gl < &%+ )
Note que
1ym = yall® = llz = yn — (& = ym)|®
=z —yn = (@ = ym)I* + |2 = yn + (@ = ym) I = |2 = yn + (& = ym) I

= 2]z = yul® + 2|2 = ym|1® = 122 = (yn + ym) I? (3)
11 2
<4m2+2<+> 4H$yn+ym )
nom 2
onde utilizamos a lei do paralelogramo. Como M é convexo, temos que W% € M, logo
2
Hx _ WT%” > K2, (4)




Portanto ) . ) )
Hyn—ymH2§4/<52+2<—+—>—4n2=2<—+—). (5)
n m n o m
Logo (yn) é de Cauchy e, portanto, converge para y € H. Como M e fechado, temos que y € M e
assim

|z —yll > &. (6)
Mas

1
|z — ynll® < K24+ = = K2 (7)
n

quando n — oo. Logo ||z — y[|* < k? e, portanto, |z — y|| = &.
Para provarmos a unicidade de y, suponha que ||z — z|| = k, 2z € M. Entao y—;z e M=
o — 52 > . Mas

2
ly — 2% = 2|z — 2|2 + 2|z — y||* — 4 ||z — y;—zH < 22 + 2k — 42 = 0. (8)
Logo y = z.
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Exemplo: Seja X = R? com a norma

1(§1, &2)[| = max {|&1], |€2[} (9)

Seja M = {(&1,&2) : & > 1} convexo. Note que
d((()?O): (61752)) > 1, (10)
d((0,0),(1,0)) =1, d((0,0),(1,+£1/2)) =1,... (11)
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Defini¢ao: Um elemento x em um espago com produto interno X é dito ortogonal a y € X se

(z,y) =0 (z Ly) (12)

Dados subconjuntos A, B C X, dizemos que = é ortogonal a A (z L A) se z L a Va € A e dizemos
que A1l Bsea lLbVae AeVbe B.

Lema: No teorema anterior, seja M subespago fechado Y e x € Y fixo. Entdo z =z —y é
ortogonal a Y.
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Demonstragdo: Suponha que z nao seja ortogonal a Y. Entao existe y; € Y — {0} tal que

(z,y1) =B #0. (13)

Entao, para qualquer escalar «, temos

Iz — | = (2 — ayr, z — o) = [|2]1> — @ (z,91) — o [(y1, 2) — @ (y1, y1)]

(14)
= <Z72> —Eﬂ—a W—a@laylﬂ
Escolha o = B e temos
(y1,y1) | |2
Z— o 2:,2:2—67<52. 15
Iz = aml? = =1~ 7.2 (19)

Mas isto é impossivel, pois ayy € Y. Logo z —y L Y.
Definicao (Soma Direta): Um espago vetorial X ¢é dito ser soma direta de dois subespagos
Y e Z de X:
X=YaqZ (16)

se cada z € X tem uma representagao Unica
r=y+z yeYze (17)

Dado um subconjunto M de um espaco com produto interno X, o complemento ortogonal M
de M é definido como o conjunto de todos os vetores ortogonais a M. Isto é

Mt ={zeX:z L M} (18)
Note que M~ é um espaco vetorial, j& que dados z,y € M e «, § € K, temos
(ax + By, z) = alx,z) + B{y,z) =0+0 V€ M. (19)

Logo ax + By € M*. Além disso, seja 2 € M-L. Entdo existe sequéncia (x,) em M~ tal que
T, — x. Entao
(x,z) = lim (zp,2) = lim 0=0 Yz € M. (20)
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Logo x € M~ e, portanto, M+ é fechado.
Além disso, se denotarmos (M)t = ML, temos M € M+ pois se x € M, entdo (z,y) =0
Vye M+ =z e Mt
Para a decomposicao de um espaco de Hilbert em soma direta, temos o seguinte teorema.
Teorema: Seja Y subespago fechado de um espago de Hllbert H. Entao

H=Yav": (21)

Demonstragao: Como Y é fechado dentro de um espaco de Hiilbert, é completo. Além disso,
por ser subespago vetorial é convexo, logo para cada z € X, existey € Y talque z =z —y L Y =
r =y + z. Assuma agora que

r=y+z=y1+ 2. (22)

Entdoy —y1 =2z — 2. Como z — 2z €Yt ey —y €Y, temos que y —y; € Y NY+ = {0}. Logo
Yy =1Yy1 = z = 21 e a representacgao é unica.

Através do teorema anterioe, podemos definir o operador projecdo ortogonal da forma P :
H — Y da forma y = Px. Note que este operador leva H em Y, Y em Y e Y+ em {0}. Além
disso ele é idempotente, ou seja P2 = P.



Teorema: Seja Y subespaco fechado de um espago de Hilbert H. Entao
Yy =yt (23)

Demonstracdo: J& vimos que Y C Y+, Vejamos agora que Y+ C Y. Para isso, seja z € Y.
Entdoz =y+ 2z, onde z € Y C Y e 2 € Y. Como x e y pertencem a Y+, que é um espaco
vetorial, etndo z = x —y € YL e, portanto z L Y. Mas isto implica que z L z, logo z = 0 e,
portanto z =y € Y. Logo Y- C Y.

Teorema: Para qualquer conjunto M # () de um espaco de Hilbert H, o spanM é denso em
H se, e somente se MA={0},

Demonstracdo: Suponha que V = spanM é denso em H e seja x € M. Entdox € V = H, o
que implica que existe uma sequéncia (z,,) em V tal que z,, — 2. Como z € M+ e M+ L V| temos
que (z,, ) = 0= lim, o0 (Tn,7) = 0= (v,2) =0 = 2 = 0, logo M+ = {0}. Suponha agora que
M+ ={0}. Sex LV, temos que x L M, logo 2 = 0 = V+ = {0}. Como V é subespaco de H,
temos que V é subespaco fechado de H. Note que se A C B = B+ c At logo vt c Vit ={0}e,
portanto, H = V.



