Espacos com Produto Interno

Defiigao: Um produto interno em um espago vetorial complexo X é um mapa
(): X xX—C
tal que Va,y, 21X e VA € C
D) () = (y,2)
i) (Az,y) = X(z,y)
i) (z+y,2) = (x,2) + (y,2)
iv) (x,z) > 0 quando z # 0.

Um espago com produto interno é um par (X, (-,)).
Exemplo:

1 -
@) = [ (i
define um produto interno em C|0, 1] (complexo). Note que
i) (2.y) = Jo 2(Oy(Ddt = Jg 2(Oy(t)dt = {y, ).

i) (Az,y) = fol Az (t))y(t)dt = A folx(t)mdt =z, ).

i) (x +y, 2z fo fo dt—l—fo 2(t)dt = (z,2) + (y, 2).

fo |z(t)|2dt > 0 se x(t) # 0.

Teorema: Vz,y,z em um espaco com produto interno X e VA € C, temos

Demonstragao:

i) (r,y+2)=(Y+z1z) =Yz +(2,2) = (y,2) + (2,2) = (z,9) + (z,2).
z, \y) = Ay, z) = Ay, z) = My, z) = X(z,y).

(
(
(x,0) = (z,0y) para y € X qualquer. Logo (x,0) = 0(z,y) = 0.
(
(

)
)
i)
)

r—y,r—yY)=0=>x—y=0=>zx=y.

x,z) = (y,2) = (x,2) = (y,2) = 0= (x—y,z) =0Vz € X. Tome z =z — y e temos



Exemplo: C"
(T, y) =&+ + &nln- (3)

Exemplo: [?
(w,y) = > &y (4)
j=1

Note que a soma converge pela desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Espacos com Produto Interno como Espacos Métricos

Em R3, temos
(z,y) = &m + Eama + E3m3 (5)

z[[\/€F + &3 + &3 = /(z, )
dz,y) = V(& —m)?2+ (& —m)*+ (& —n3)? = |lz—yl.

Defini¢ao: A norma de um vetor x em um espaco com produto interno X é definido como

lall = (z, ).
1 1/2
\mnz{A mwﬁﬁ} | )

Exemplo: Em C]0, 1]
Teorema: Vx em um espaco com produto interno X e VAC

(6)

i) 2] > 0, flal] =0 & = 0.
i) [[Az]] = [Alll]].
Demonstracdo:
i) Az = Az, Ax)Y% = (X (,2)) 2 = A|[l2].
Teorema: Vx,y em um espago com produto interno X
[{x,y)| < ||z||||ly]] (desigualdade de Cauchy-Schwarz). (8)

Demonstragdo: Suponha primeiramente z,y L.D. (z = Ay, A € C). Entao

o) | = 1w, ) | = 1Ay ) = Iyl = llzlllyl (9)

e a igualdade vale.
Suponha agora z,y L.I.. Entdo para qualquer A € C, x + Ay # 0. Enta

0<(z+Ay,z+ N\y) = (z,xz + \y) + Ay, z + \y)
= (z,2) + (z, \y) + (A, ) + (Ay, Ay)
= Jlz[” + Xz, y) + Ma,y) + Ayl
= [|z[* + 2Re{A (z,9)} + [Pyl

(10)



Escolha um ntimero complexo u tal que |u| =1 e u(z,y) = | (x,y)|. Defina A\ = tu para todo
t € R. Entao
0 < [|z[* + 2| {x,y) It + [ly]*¢. (11)

Temos uma parabola que nao atinge o eixo x, logo
A =4 (z,y) P =42yl < 0= [{z,9) | < llly]- (12)

Exemplo: Prove que Vx € C]0, 1]

/le(t) sinwtdt’ < \}i {/01 |x(t)\2dt}1/2. (13)

Note que temos (z,sin7t) < ||z|||| sin7t|]. Mas

1 ) 1/2 1
|| sin7t|| = (/ sin 7rtdt> = — (14)
=\ V2

Teorema: Vz,y en um espaco com produto interno X,

[z +yll < llll + llyll (15)
Demonstracao:
lz +ylI* = (z +y,2 +y) = [|2]* + 2Re (z, ) + |1y
< l2lf® +2[ 2, ) | + [yl (16)
< lzll* + 2l [yl + Iyl
= ([l + llylh>*.
Vemos assim que ||z| = (x,x>1/ ? define realmente uma norma. Um espaco de Hilbert é um

espaco com produto interno completo na norma induzida pelo produto interno.
Vejamos agora a lei do paralelogramo.
Teorema: Vz,y em um espao com produto interno X, temos

2+l + llz = ylI* = 2l|1* + 2ly|>. (17)
Demonstracdo:

(@ +y, 2+ y)+(e —y,z —y) = |2l )+ )yl Pl =0 =, o)+l = 2002 +ly]?).-
(18)
Exemplo: [P, p # 2 nao é espago com produto interno.
Tome z = (1,1,0,0,...),y = (1,-1,0,0,...) € I”. Entdo ||lz|| = [[y||2"/7 ¢ |z+y| = |z —y| = 2.
Logo
Iz +ylI* + [z — y||* = 8 # 2(2*/% + 2°/7) para p # 2. (19)

Teorema (Identidade de Polarizacao): Para todo x,y em um espaco com produto interno
X, temos

o d(z,y) = o +yl* + |z — y|? +ille + iy||* — il|z — iy||* se X é complexo.

e 4(z,y) = o+ yl? ~ lle — y[? se X real,



Lema: Se em um espago com produto interno, x, — e y, — y, entao (z,, y,) — (x,y).
Demonstracao:

[ yn) = (T 9)| = [@n, yn) = (@n, ) + (20, ) — (2,9)]
§|<xn,yn_y>|+|<xn_x7y>| (20)
< lzallllyn —yll + llzn — z([llyll = 0

quando . — oo.

Vejamos agora que todo espaco com produto interno pode ser completado para um espaco de
Hilbert. Para isso, definimos um isomorfismo de X (espaco com produto interno) para X (espaco
com produto interno) como um operador linear e bijetivo tal que

(Tz,Ty) 3 = (,9) x - (21)
Note que T também é isometria, pois

d(Te.Ty) = |To =Tyl = Tz =Ty, Tz~ Ty) P = Tl -y T@-))*

= (@ —yo— ' =z —yll = d(z.y).

Teorema: Para qualquer espaco com produto interno X, existe um espaco de Hilbert e um
isomorfismo A de X em um subespaco denso W C H. O espaco de Hilbert é tinico a menos de
isomorfismo.

Demonstracdo: Existe um espaco de Banach H e uma isometria A de X em um subespaco W
de H que é denso em H. Defina

<$7y> = nl_{glo <$myn> . (23)
Note que (para o caso real)
(Az, Ay) = (| Az + Ay|* — [|[Az — Ay|*) /4 = (|« +y]> = |z = yl*)/4 = (2, y). (24)

A é isomorfismo de X em W.



