O Teorema de Hahn-Banach

Um funcional sublinear p em um espaco vetorial X é um funcional p tal que

p(z+y) <p(z) +ply) Ve,y € X

plaz) = ap(z) Ya > 0 Vz € X. (1)

Teorema: Seja X espaco vetorial real e p um funcional sublinear em X. Seja f funcional linear
definido em um subespaco Z de X e tal que

f(z) <plx) Vo e Z. (2)

Entao f possui uma extensao linear f de Z em X tal que

f(z) <p(z) Vo e X. (3)
Demonstragdo:
a) Seja F o conjunto de todas as extensoes lineares g de f tais que
g9(z) < p(x) Vz € D(T). (4)
Como f € E, temos que E # (). Em E, defina o ordenamento parcial por

g < h se H é uma extensao de g
(D(g) € D(h) e h(z) = g(z) Vo € D(g)) -

Para qualquer conjunto linearemente ordenado C' C F, defina

9(x) = g(z) se x € D(g) (g € C). (6)

Temos que ¢ é funcional linear com dominio

D) = |J D(9)- (7)

Vejamos primeiramente que D(§) é espago vetorial. Para isso, sejam z,y € D(g). Entao
x € D(g1) ey € D(g2) para g1, g2 € C. Mas como (sem perda de generalidade) D(g1) C D(g2)
(j& que C é linearmente ordenado), temos

z+y€D(g) C | JDlg). (®)
geC

Além disso, az € mathcalD(g1) C U e D(9)-
Note também que g estd bem definifo, pois se x € D(g1) N D(g2), 91,92 € C, temos

g1(x) = ga(z) pois C é totalmente ordenado(g; < gaougs < g1). (9)

Temos g < g Vg € C, logo g € limite superior para C. Pelo Lema de Zorn, E possui um
elemento maximal f. Pela definicao de E, f é extensao linear de f e satisfaz

f(z) < p(z) Va € D(f). (10)



b)

Mostraremos agora que D( f) X. Para isso, suponha o contrario. Podemos assim tomar
y1 € X — D(f) e considerar o subespago Y7 de X gerado por D(f) e y1. Note que y; # 0, ja
que 0 € D(f). Se z € Y1, temos

T =y+ay. (11)

Note que esta representacao é tnica, pois
y+ay =g+ By =y—5=(8—-a)n € D(f) =y D), (12)

o que nao ¢é verdade.

Defina em Y7 .
91(y + ay1) = f(y) + ac, ¢ constante real. (13)

Note que g; é linear, pois

G1((y+ay) + @G+ By1) = (¥ +9) + (a+ Byr) =
(y+9)+ (a+B)c

Jf _ (14)
= f(y) + ac+ f(y) + Bec
= g1(y + ay1) + g2(7 + By1)-
Além disso
g (v(y + ay1)) = (ya)e = yg1(y + ay1). (15)

Para a = 0, temos g1(y) = f(y), o que implica que g; é extensio prépriade f (D(f) € D(g1)).
Falta mostrar que g1 < p(z) Vo € D(g1), o que ird contradizer o fato de f ser maximal e,

portanto concluiremos que D)f) = X.

Sejam y, z € D(f) temos

fW)=Ffe)=Ffly—2)<ply—2)=ply—y+y —2) <ply+y)+p(—y —2). (16)

Logo - -

—p(=y1 —2) = f(2) < ply+y1) — f(y) (17)
Note que o lado esquerdo independe de y e o lado direito independe de z. Tomemos o sup do
lado esquerdo e o inf do lado direito. Seja

mo = sup —p(—y1 — 2) — f(2)

zeD(f i (18)
my = inf p(y+wy1) — f(y).
y€D(f)
Temos mg < my. Para mg < ¢ < mpm, temos
c<ply+w)— f(y) ¥y € D(f).
Seja agora a < 0 (troque z por o~ ly)
ey =)~ Z) o= (—a)(-p(-m — =) - e )< e 0
= ap(—y —y/a) + fly) < -

2



Mas y + az; =, logo
g1(x) = f(y) + ac < —ap(—y1 — y/a) = play1 +y) = p(x). (21)
Para a = 0, temos € D(f) e pronto. Para a > 0, temos
ac < alply/a+y) = fly/a) = ac < p(z) = fy) = g1(2) < p(x). (22)

Veremos agora (sem demonstrar) a versao complexa do Teorema de Hahn-Banach.
Teorema: Seja X espago vetorial real ou complexo e p: X — R tal que

p(z+y) <plx) +ply) Vr,ye X

plax) = |a|p(z) Va e KVz € X. (23)
Seja f : Z C X — K funcional linear (Z subespaco de X) tal que
f(z) < p(z)]. (24)
Entdo f possui uma extensdo f de Z para X tal que
|[f(2)] < p(x) Yo € X. (25)

Espacos Normados

Teorema: Seja f funcional llinear limitado em um subespago Z de um espago normado X.
Entao existe funcional linear limitado f em X que é uma extensao de f em X e tal que

1Fllx = 1£112, (26)

onde

Iflx="sw |f@), Iflz= suw |f(2) (27)

zeX,||z)=1 zeZ |z|=1

(e |Ifllz =0 quando Z = {0}). )
Demonstragao: Se Z = {0}, entdao f =0 e temos f = 0. Se Z # {0}, temos

|f(@)] < fllzllz]] Yz € Z. (28)
Note que definindo
p() =|flz vz e X, (29)
temos
p+y) = flzllz+yll < [Ifllz(lz] + lyl]) = p(z) + p(y) (30)
plaz) = ||fllzllax| = |all[ fl[z]|=]] = [elp(z).
Portanto existe f extensao linear de f tal que
[F@)] < flzllz] V=€ X, (31)
logo B
Jtitdesllx = sup LN < gy, (32)

z€X,x#£0 |||



Claramente || f||x > ||f||z pois f é extensdo de f. Logo

1fllx = [If]lz- (33)

~ Teorema: Seja X espago normado e zg € X, 29 # 0. Entaoexiste um funcional linear limitado
f em X tal que

£l =1, f(zo) = l|zoll (34)
Demonstracao: Seja Z = {axg € X : a € K}. Defina em Z o funcional linear
f(@) = flaxo) = allzol|. (35)
Note que
[f(@)| = lalllzoll = llaoll = lz]l = [ f]lz = 1. (36)

Entfo existte f: X — K extemsdo linear de f tal que | f]| = [fl[=Te f(x0) = f(x0) = ||@ol|.
Exemplo: Seja X = R?, 29 = (£1,&) # 0. Vejamos que tal f é dado por

1
f(ni,m2) = m(&m + &amp2)

; &+8
f(61,&) = ﬁ = /& + & = [l (38)

(37)

Note que

Além disso,

~ 1 1
|f(n1,m2)| = ﬁ |E1m1 + Eamp| < m(\&ml + [€2m2])
1 39
S\/m\/f%+§§\/n%+77% (39)
= ||, m2)l

Logo ||f|| = 1. Tome z = (&1,&;) e temos

|f(£17£2)‘ o \/m -1 Fll — 1 40
i@~ yare M=t o

Corolario: Para todo x em um espago normado X, temos

ol = sup L@ (41)
S A

Logo, se xg ¢ tal que f(zg) = 0 para todo f € X', temos z¢ = 0.
Demonstracdo: Pelo teorema anterior, temos

S@ S V@I el 42)

rexrgzo IFIE— (I F] 1

Além disso,

F@) < 1zl = el = sup LEL
S A




Temos assim

x
o= sup ML (44)
rextf20 £l
Dado z € X, definimos g, € X" por
9:(f) = f(x) Vfe X' (45)
Teorema: g, € X" e ||g.| = =]
Demonstracgao:
9 (f f(z
ool = sup eIy DLy (16)
rexrgzo fIL pexvg0 ISl
Temos assim o mapa candnico
C: X+ X" (47)
que leva z em g,. Note que C é linear
Caatpy(f) = flax + By) = af(x) + Bf(y) = aC(f) + BCy(f). (48)
Além disso
192 = gyl = llgz—yll = llz = yll, (49)
logo C' ¢ injetivo e preserva norma. Logo
C: X —R(C)cX" (50)

é isomorfismo.

Defini¢ao: Um espago normado X é dito reflexivo se R(C) = X".

Teorema: Se um espaco normado ¢ reflexivo, entao é completo.

Demonstragao: X" = (X')" é completo. Como R(C) = X", temos um isomorfismo entre X e
X", logo X é completo.

Lema: Seja Y subespago proprio fechado de um espaco normado X. Seja xg € X —Y arbitrario

6= inf ||lg—=x 51
GeYy 15 ol (51)
a distancia de xg até Y. Entao existe fN € X’ tal que

IFll=1, fly) =0 Yy €Y, f(zo) =0 (52)

Demonstragao: Seja Z C X o subespaco gerado por Y e xg. Defina para z € span(Y U {z¢})
(z =y + axo)
f(z) = fly + axo) = ad. (53)

Note que f é linear. Como Y é fechado, entdao § > 0 = f # 0. Para a = 0, temos f(y) =0 Vy € Y.
Para a =1 ey =0, temos f(xg) = J. Vejamos que f é limitado:

= lly + axol| = [|=]. (54)

1
«o

= ) = inf ||§ — <
[f(2)] = lado = a inf [ — 20| < o

Logo |f(z)| = 1. Pela definigdo de infimo, Y contém uma sequéncia (y,) tal que ||y, — xo| — 4.
eja z, = yn, — xg. Entao

f(zn) = =4. (55)



Além disso,
rexrrzo ||zl lzall Nzl 6

Logo || f|| > 1. Pelo teorema de Hahn-Banach, estendemos f para X com a mesma norma.

Teorema: Se X' é separdvel entao X é separavel.
Demonstragao: Se X' é separdvel, considere a esfera unitaria U = {f : ||f|| = 1} € X'. U

contém um subonjunto enumeravel denso (f,). Como f, € U, temos
=1. (57)

[ fall = sup |fn(z)

flzf|=1

Pela defninicao de supremo, podemos encontrar ponto x,, € X de norma 1 tais que
(58)

DN

| fu(zn)| =

Seja Y = span(z,). Y é separdvel. Note que Y = X, pois se Y # X, existe feX com|f|=1e

fly)=0Vy €Y. Como z, €Y, temos que f(z,) =0 para todo n. Logo
(59)

< fa(@n)l = falzn) = Flzn)l = |(f = D@a)l < W fa = Flllzall

N =

Como ||z,|| = 1, temos || f, — f|| > 1/2. Mas isso contradiz o fato de (f,,) ser denso em U, pois

feU(Ifl=1). Logo Y = X. /
Exemplo: [' nio é reflexivo, pois I!' = [ néo é separavel, enquanto ' é.



