Espacos Normados de Operadores

Sejam X e Y espacos normados. Definimos B(X,Y’) como o conjunto de todos os operadores
lineares limitados de X em Y. Com a definicdo de soma e multiplicacao por escalar da forma

(T1 + Tg)x =Tix+ Thx

(aT)x = aTx )

€ com a norma

Tx
Il = sup 127
vex—{oy |zl

(2)

temos que B(X,Y’) é espago normado.
Teorema: Se Y é espago de Banach, entao B(X,Y") é espago de Banach.
Demonstracao: Seja (1) sequéncia de Cauchy em B(X,Y). Entao dado € > 0, existe N € N

tal que
T, — Tm|| < € Yn,m > N. (3)

Entao, para cada z € X, temos
[Tnw = Tnel| = [(Tn = Ton )| < ([ Tn = Tonl[|] < efl]]- (4)
Fixado x e dado € > 0, escolha € tal que €||z| < €. Assim
| Thx — Tz <€, (5)

o que implica que (T, z) é de Cauchy em Y. Mas Y é Banach, entao (T,,z) converge, digamos, para
y. Defina entao T : X — Y por Tx = y.
Note que

lim ax + Bz = lim aTpx + BT,z = « lim T,z + B lim Tz, (6)

o que mostra que T' é linear. Além disso, pela continuidade da norma
| Thx — Tx|| = || The — lim Tzl = lm ||Thx — Tzl < €|z|. (7)
n—oo m—00

Isto mostra que T), é limitado. Assim T'=T,, — (T,, — T') é também limitado.
Temos também

sup o N |1, - T|| < e= lim T), =T. (8)
vex—{oy Izl oo

Definigao: Seja X espaco normado. O espaco dual X’ é definido como o conjunto de todos os
funcionais lineares limitados em X.
Note que X’ é espaco de Banach com a norma

I/l = sup [f(z)] (9)

ll]l=1

Exemplo: Mostraremos que o espago dual de R™ é essencialmente R™. Isto é, existe um
. ’
isomorfismo entre R" e R™.



Demonstracdo: Sabemos que R" = R"". Além disso, para cada f € R"", temos

Fl@)=> &y, (v =F(e)). (10)
j=1

Logo

OIS TEN D 2 = | D Pl (11)
j=1 j=1 7=1 7j=1

Logo

(12)
Tome agora x = (71,...,7,) € temos

[f(@)| = (13)

Concluimos assim que || f|| = /> 7_; [7;]*. Logo, o mapa f ~ (v;) preserva norma || f|| = [(v;)]-

E um isomorfismo entre R e R™.
Exemplo: O dualde i é ', onde 1 < p < oo e %4— % =1.
Demonstragao: Sabemos que (ex) = (0x;) é base de Schauder para IP. Logo, se x € [P, temos

Tr = Z fjej. (14)
j=1
Seja f € IP". Como f é linear e limitado, temos
fl@) =& (v =(f(e))). (15)
j=1

Considere agora x, = (§j(n)) com

Gl
——,sej<ney #0
§in)=4 (16)

0, sej>nou~y; =0.

Temos assim

Flan) = €My =3 e, (17)
j=1 =1

Logo
1/p 1/p 1/p

f(@n) < I fllllznll = 1111l ZISJ(-")IP =[£I gl br = | Dyl , (18)
j=1 Jj=1

J=1



onde utilizamos o fato de (¢ — 1)p = ¢, j& que p e ¢ sdo expoentes conjugados. Temos assim

1-1/p 1/q

(T LD e R DL
(35 hile) = =

No limite quando n — oo, temos

1/q

STl <l = () €14
j=1

Seja agora (f;) € 9 e defina

g(x) =D &B;.
j=1

(19)

(21)

Temos que g é linear e limitado por Holder, logo g € IPp’. Temos assim um mapa f € i () €19,

que ¢ bijetivo e linear. Além disso preserva norma, pois

1/ 1/q 1/q

oo o p o oo
F@) =D& < [ DoIgP >yl =l { Dyl
j=1 j=1 =1 j=1

1/q
Portanto || f|| < (Z;’;l ]’yj\q) . Com o que tinhamos antes concluimos que

L= 11y s

Logo o mapa f € I?' — (74) € 14 é um isomorfismo entre P e .

(22)

(23)



