Funcionais Lineares

Definigao: Seja X espaco vetorial sobre o corpo K (R ou C). Um funcional linear f é um

operador linear
f:DF)cX —K

tal que
fle+y)=f@)+ fly), Vo,ye X
flax) = af(z), Va e K, Vz,y € X.

f é limitado se existe c real tal que
[f(@)] < cllzl| Vo e D(f).

A norma de f neste caso é definida por

M= s 2@ .

2en(f)—f0y 1l zen(p)jzl=1

Note que
[f @) < If[lllz]] Y2 € D(f).

Exemplo: X = (C[CL, b]a || ) ||oo) Seja tg € (a,b) e fto : X — R com
fro(x) = x(to), = € Cla,b].

Temos

|ftol = |1y | < max [z(t)] = [|2]|oc, V& € X.
tela,b]

Portanto || fi,|| < 1. Tome z = xo(t) com zo(t) = 1 Vt € [a,b]. Assim

”ft || > ‘fto‘ _ ‘.%'()(f())’ _
7 ol ol
Logo
[ feoll = 1.

Exemplo: X = (Cla,b],| - ||cc) com x¢ € Cla,b] fixo. Defina

b
f(x) = / w(0)lao(t)]dt.

Entao , X b
@)= | [ atolaoiar) < [letolizattlae < max o) [ ao(oler
Logo
b
By
Tome z(t) = 1 = ||z|]| = 1 e temos

b b b
fe=vl=| [ \:vo(t)\dt‘Z [ o®lde = 111 = [ fao(o)e.
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Exemplo: X = (I!,|| - [|). Defina
fa)=>& (=) el). (14)
j=1

Tome (x,,) em 1 com
n
Ty = Z €, (15)
i=1

onde e; = (d;5). Note que

[2n][oc = Zei =1 (16)
i=1 oo
¢ n
i=1
Portanto
[
logo f nao é limitado.
Exemplo: Seja a = (a;) € [? fixo. Defina
f:1? —K (19)

da forma

fl@) = &ay. (20)
j=1

Note que a soma acima converge absolutamente por Cauchy-Schwarz. Além disso

1F@)] =D &ag| <D 1glagl < (D161 D el (21)
j=1 j=1 j=1 j=1

Logo f ¢ limitado e || f|| < ||«
Exemplo: Seja M = {t":n=0,1,2,...} o conjunto dos monémios em C[0, 1]. M é L.I., logo
pode ser estendido para uma base de Hamel B. Cada f € C|[a, b] pode ser escrito unicamente como

f=cihi+---+cnhy (22)
para h € Bec;#0,i=1,...,N. Para cadan =0,1,2,..., defina ¢,(z) por

¢, se h; =t" para algum 1

Pn(z) = { (23)

0, caso contrario.

Defina o funcional linear ¢ por

o) =) npn(z). (24)
n=1



Para cada x, hd somente um nimero finito de termos nesta soma, logo ¢ estd bem definido. Note
que ¢ nao é limitado (e portanto nao continuo) pois para cada n = 0,1,2,..., temos [[t"|| =1 e
[p(t")] = n.

Por um procedimento analogo, podemos concluir que todo espaco vetorial normado de dimensao
infinita possui funcionais lineares descontinuos definidos neste espaco.

Em seguida, temos um interessante teorema. Para isso, dada uma base de Hamel B para um
espacgo vetorial X, definamos os funcionais coordenadas f;, : X — R que associam a cada ponto
x € X sua coordenada na base de Hamel. Isto ¢, f(x) = >, 5 fo(z)x.

Teorema: Seja B base de Hamel de um espaco de Banach X. Seja f3, b € B os funcionais
coordenadas. Entao existem somente um nimero finito de b’s tais que f; é conttinuo.

Demonstragao: Suponha que {b; : i € N} é um subconjunto infinito de B tal que f3, é continuo.

Seja
g || H

Como X é Banach, temos que a série acima converge. Tome x,, = ) .

(25)

l\D‘H

n 1
=1 21 ||b I

para z, temos que fp, () = limy_o0 fo, (zn) = 2% para cada k € N. Logo o ponto x tem infinitas
coordenadas nao nulas, o que contradiz o fato de B ser uma base de Hamel.
Com as operagoes de soma e multiplicagao por escalar

(fi + f2)(z) = fi(2) + fa(2)
(af)(z) = af(z),

o conjunto dos funcionais lineares em X formam um espago vetorial que denotamos por x* (espago
dual algébrico). O conjunto dos funcionais em X* é denotado por X** (segundo espago dual

Como =z, converge

(26)

algébrico).
Note que fixado = € X, temos g, € X** da forma
92(f) = f(x). (27)
Para vermos que realmente g, € X*™*, vejamos que g, ¢ linear. Ora,
go(afi + Bf2) = (afi + Bf2)(x) = afi(z) + Bfa(z) = ag.(f1) + Bgz(f2)- (28)

Temos assim um mapa de C' : X — X** (mapa canonico) da forma x + g,. Note que C é linear,
pois

Claz + By)(f) = gaatpy(f) = flax + By) = af(x) + Bf(y) = aCz(f) + BCY(f).  (29)

Além disso, C' é injetivo, pois Cx = 0 = f(z) = 0 para todo funcional linear f. Mas note que se
x # 0, existe o funcional coordenada f, tal que f,(z) = 1. Logo C;, = 0 = z = 0. Portanto C é
um isomorfismo de X em R(C) C X**. Quando R(C) = X**, dizemos que X ¢é reflexivo.

Dimensao Finita

Teorema: Seja X espaco normado de dimensao finita. Entao todo operador linear em X é
limitado.



Demonstragdao: Seja dimX =n e {ey,...,e,} base de X. Entao para x € X temos

r =Y e (30)
j=1
Logo

n n n
ITall = || Y &Tes|| < D 1&HITe;]l < max ||Te;]| Y 1€1. (31)
j=1 j=1 j=1

1<i<n

Mas sabemos de aulas anteriores que

" 1 || 1
Z\ﬁjl < - Z&jea‘ = EIIwH‘ (32)
j=1 j=1

Portanto 1
ol < - (o e ) ol (33)
c \1<i<n
Isto conclui a demonstragao.
Seja agora f funcional linear em X com dimX = n. Seja {ej,...,e,} base de X. Entao

F@)y =1 &ei | =D &ife) =) &ay, (34)
j=1 j=1 j=1

com o = f(ej), j=1,...,n.
Analogamente, dados aq, ..., a, escalares, defina n funcionais lineares fi,..., f, da forma

fi(ei) = dij. (35)
Temos assim um funcional linear da forma
f:a1f1+"'+anfn- (36)

Teorema: Seja X espago vetorial com dimX = n e seja {e1,...,e,} base de X. Entao
{f1,..., fn} é base de X* e temos dimX = dimX* = n.
Demonstragao: Note que {f1,..., fn} é L.I., pois

Y aifj=0=> a;fjx) =0 Yz € X. (37)
j=1 j=1
Tome z =e¢;,2=1,...,n. Entao
ai:Zajfj(ei) :0, iZl,...,TL. (38)
j=1

Além disso, dado f € X*, temos

f(x) = Z oy (39)



com o = f(ej). Logo
fla) =Y ¢ (Z 5@‘9‘%‘) =>4 (Z fz‘(ej)az‘> =Y aifi | D &ej | =Y aifix)
j=1 i=1 j=1 i=1 i=1 j=1 i=1

= f= Zaifi-
i=1

(40)

Lema: Seja X espago vetorial de dimenséo finita. Se xg € X é tal que f(xzp) = 0 para todo
f € X* entdao x # 0.

Demonstragao: Seja {e1,...,en} base de X e zp = Z?:l ¢;jej. Entao
n n
flwo) =) &aj=0Vf € X" =Y ga; =0 (41)
j=1 j=1
para quaisquer escolha de aq, ..., . Isto claramente implica que §; =0, 7 =1,...,n.
Teorema: Um espago vetorial de dimensao finita é reflexivo.
Demonstracao:
C: X — X (42)

definido por x — g, é linear. Além disso Czg =0 =
Co(f) = guo(f) = f(20) =0 Vf = 2) = 0. (43)
Logo, existe C~1 : R(C) +— X. Sabemos que dimR(C) = dimX. Além disso, temos
dimX™ = dimX™* = dimX. (44)

Portanto dimR(C) = dimX**. Portanto R(C) = X**.



