Operadores Lineares Limitados

Definigao: Sejam X e Y espacos normados e T : D(T') C X — Y operador linear. Dizemos
que T ¢é limitado se existe ntimero real ¢ tal que

I Tzlly < ellzllx Vo e D(T). (1)

Exemplo: Seja T : R" <— R™ operador linear. Seja z = (
alpha;) € R™ qualquer. Entao
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Portanto
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Exemplo: Seja k(t,7) continua em [0, 1] x [0,1]. Seja

T:C[0,1] — CJ0,1] (4)
tal que
1
Ta(t) = / k(t, 7)z(r)dr (5)
0
Entao )
|Tz|| = max / k(t, T)x(T)dT
t€[0,1]
1
< max |k(t, 7)||z(7)|dT (6)
t€l0,1] Jo
1
< k(t,7)|d
Ilﬂc\ltgl[gff] |k(t,)|dr

Exemplo: 0y, : Cla,b] — R, com tg € [a,b] e d,x(t) = z(t9). Note que

[0r2()] = |2(t0)] < tfél[gfg}w(t) =[] (7)

Exemplo: Seja X o conjunto de todos os polinémios em [0, 1] com a norma do méximo. Defina
T:X — X por
Txz(t) = 2 (t). (8)

Tome z,(t) = t". Note que ||z, ||=1e

[Tznll _

Tx,(t) = nt" ! = |Txy|| =n = =
(|

n Vn € N. 9)

Logo T nao ¢ limitado.



Quando T é limitado, definimos a norma de 1" por
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Note que W‘F |H < SUPep(1)—{0} |‘ = ||T||. Portanto

[Tz]| < |[T[ll|z]] V& € D(T).

Exemplo: Definimos A : [*° — [*° por
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Note que

n n n
D ai& < lai&l < sup gl lagl.
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Como > 22, |a;;| converge, temos que » 22, a;;§; converge.
Além disso,
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Portanto
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sup | Y~ agés| < |l sup Y lag| = [|Az|| < ||zllsup > lag| = [|A] < sup Y layl.
ieN j=1 €N j=1 €N j=1 ieN j=1

Para cada i € N, escolha x; € [*° com

x; = (sgn(a;1),sgn(a;2),sgn(a;s),...).

Temos assim
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= [IAll.
Chegamos assim que
oo oo [e.e]
sup Y [aij| < A < sup Y Jay| = [|All = sup D |ay;l.
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Teorema: || - || definida para operadores lineares limitados é mesmo uma norma.
Demonstracdo:



i) [|0]] = sup,. [|0z(| = 0.
i) |T)| =0= Tz =0VYz e D(T) =T =0.
iii) [laT|| = supypy=1 | Tz[| = || supyp=1 | T[] = |e||T]]-

iv |71 + T2f| = supgepry)npm)—{o} (11 + T2)z|| = sup|z=1 |11z + Tox|| < supjq=1 112 +
sup|z=1 | Tozll = |T1[ + || T2

Teorema: Seja T : D(T) C X — Y operador linear, com X e Y espacos normados. Entao
a) T é continuo se, e somente se, T' ¢é limitado.
b) Se T' é continuo em um ponto, entao 7' é continuo.
Demonstracdo:
a) Suponha T continuo e xg € D(T') arbitrario. Entao dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
1Tz — Txo|| <€ Yz € D(T), com ||z — x| <. (20)

Seja y # 0 qualquer em D(T'). Defina

1) 0
m:x0+—y:>:r—x0:—y. (21)
[yl [yl
Portanto ||z — zg|| = 0 e como T é linear
0 T
e > |Tx — Txo| = | T(x — o)|| = HT?/H _ 1Tl (22)
[yl [yl
Mas isto implica que
[Tyl _ €
— < -, (23)
lyll =06

Logo T ¢ limitado.

Seja agora T limitado e T' # 0 (7" = 0 é trivial). Entao ||T'|| # 0. Considere xoy € D(T') qualquer.
Seja € > 0. Tome ¢ = r7r. Entéo se |z — zo]| < 9, temos

[Tz — Taol| = [|T(z — zo)|| < [[T[[lx — zoll <e (24)

Exemplo: Seja X = C[—1,1] com a norma

el = ([ 11 |x<t>|2dt)1/2. (25)

Defina Tyz(t) = x(0) (funcional delta de Dirac). Vejamos que Tp nao é limitado. Para isso,
tome z(t) € C[—1,1] tal que z(—1) = z(1) = 0 e 2(0) # 0. Para cada n € N, defina

z(nt), x € {_1,1]

n n

0, caso contrario.



Temos

1/n 1/2 1 1 , 1/2
Han:(/ l/nx<nt>|dt> =\/ﬁ(/0 ()] dt) S, (27)

quando n — oo. Porém
Tozn(t) = zn(0) = z(0) # 0. (28)

Temos assim
T, ( lim mn) — Ty0 =0,

lim Tyz, = z(0) # 0.
n—oo
Logo Ty nao é continuo e portanto é nao limitado.
Exemplo: L:I' — ' com
L(ay,az,as3,...) = (a2,as,a4,...). (30)

Note que
o o
1Lz =) " las| < lan| = |2, (31)
n=2 n=1

logo L é limitado. Olhemos o nicleo de L. Se x € N(T'), entao
Lz = (az,as3,a4,...) =0 =2 = (a1,0,0,...). (32)

Portanto

N(T) = span{e; }, (33)

onde e; = (1,0,0,...). Logo N(T) é fechado.
Exemplo: T : ' — [' com

az a
T(al,ag,ag,...): (01,52,33,...). (34)
Note que
o0 p o0
IT(an)ll = nE > lajl = ll(an)]l (35)
7=1 j=1

T é limitado. Seu nticleo é N'(T') = {0} é fechado. Sua imagem, porém, nao é fechada. Para vermos
isto, tome

11 1
=(1,2,5,...,-,0,0,... ) €. 36
xn < 72737 ?n7 ) ) ) E ( )
Temos assim
1 1 1
T.fUn = 1,272,?7...,ﬁ7070,... GR(T) (37)
Note que (T'zy,) é de Cauchy, pois
AN |
T2 — Tl = 37 55 < Ym>n>N. (38)
i=n-+1
Dado y = (1,2%,3%,...),temos
=1
ITon—yll= >, 5 =0, (39)
i=n+1
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qunado n — oo. Portanto Tx,, — y. Isto mostra que y € R(T'). Porém y ¢ R(T), pois neste caso
terfamos y = Tw, com z = (1/7). Mas (1/4) ¢ I'. Concluimos assim que a imagem de T nao é
fechada.

Teorema: Seja 1" operador linear limitado. Entao

a) &, — = (zn,x € D(T)) implica que Tx,, — Tx.
b) O nicleo de T é fechado.

Demonstracao:

b) Seja x € N(T). Entao existe sequéncia (x,) em N (T) tal que z,, — x. Logo Tx, — Tz.
Como Tz, = 0, temos Tz = 0, o que implica que x € N (T).

Dois operadores T e T5 sao iguais quando D(Ty) = D(T») e Tix = Tha para todo xz € D(T) =
D(Ty).
A restricao
T|p (40)

de um operador T : D(T) — Y a um subconjunto B C D(T') é definida por
Tp:B—Y, T|\pr=Tx Vx € B. (41)
A extensao de T'a M D D(T) é um operador
T:M —Y tal que T‘D(T) =T. (42)

Teorema: Seja T : D(T) C X — Y operador linear limitado, com X espac¢o normado e Y
espaco de Banach. Entao T tem uma extensao

T:D(T) —Y (43)

com

1T =117l (44)

Demonstragao: Seja x € D(T'). Entao existe sequéncia (z,) em D(T') tal que z,, — =. Portanto
[Twn = Tam| = T (@0 — )| < | T|2n = 2zml, (45)

o que implica que (T'zy,) é de Cauchy. Logo converge, j& que Y é Banach. Seja Tz, -y €Y e
defina T por )
Tz =y. (46)

Veja que isto independe da sequéncia escolhida. Para vermos isto, seja x, = = e 2, — z. Defina
(vn) = (21, 21,22, 22,...) = 00, (47)

Note que (Twy,) converge, pois T é limitado e, portanto as duas subsequéncias (T'z,) e (T'zy)
convergem para o mesmo limite. Logo T" estd bem definida para = € D(T).
Note que T ¢ linear, pois

T(ax + pz) = nh_)n(r)lo T(axy, + Bzyn) = aTz + T 2. (48)



Além disso, obviamente Tz = Tz para todo z € D(T). Entao T é extensio de T. Como
[Eznll < ([T llznll,

temos, no limite quando n — oo .
[Tz < [T |||
Logo T é limitado e ||T|| < ||T]|. Além disso
[Tz _

~ Tz
7= swp s G Tl gy
wepm)—{op 1%l zen(m) [l

Logo |IT]| = |ITl.

Por fim, veremos que em u espaco de dimensao finita, todo operador linear é limitado.

(49)

(50)

(51)

Teorema: Se um espaco normado X tem dimensao finita, entao todo operador linear em X é

limitado.
Demonstragao: Seja {ei,...,e,} base de X. Entao

n n n n
ITall {7 | Yo ges || = | Do &Tes| < DI lITe ) < max [Tl Y I¢l
j=1 j=1 j=1 == j=1
Ma s sabemos que

n

1
Solgl < < llel
j=1

para algum ¢ > 0. Logo
1
ol < (5 o e ) ol
c 1<i<n

(52)



