Espacos Normados de Dimensao Finita

Lema: Seja {z1,...,zp} LI em (X, | - ||) (de qualquer dimensao). Entao existe ¢ > 0 tal que
lenzy + -+ antall > e(fa] + -+ + [an]) (1)

para todo ay,...,a, € K.
Demonstragao: Seja s = |ag|+ -+ |ap|. Se s =0 entdo oy = -+ = a,, = 0 e portanto (1) vale

para todo c. Seja s # 0. Entao (1) é equivalente a
1Brzr + -+ Braal = ¢ (2)

com Z?zl |Bj| =1, onde B; = aj/s, j =1,...,n. Mostremos que (2) vale para todo 1, f2,. .., B
com Y i, |Bj] = 1. Para isto, suponha que (2) é falso. entao para todo ¢ > 0, existe B, ..., Bn
com >, |Bj| =1 e tal que

1B1 4+ 4 Ball < c. 3)
Tome ¢ = %, m € N. Entao existe sequéncia (y,,) de vetores
b = Bs 4o B, (D018 =1 @)
j=1
tal que
1
< — =0 5
lymll < - 6
quando m — oco. Como Z;‘:l |ﬁj(.m)| =1, temos ]ﬁj(-m)| <1,j=1,...,n. Logo, fixando j, temos
(m)\ _ (1) 5(2) 5(3)

é limitada. Logo (Bolzano-Weierstrass), (ﬁ§m)) possui uma subsequéncia convergente. Seja 31 o
limite dessa subsequéncia e (y1,,) a correspondente subsequéncia de (y,). Procedendo, temos
(y1,m) tem uma subsequéncia (y2,,) na qual a correspondente sequéncia (Bém)) converge. Seja (2 0
limite. Depois de n passos, temos uma subsequéncia (Ynm) = (Yn,1;Yngs - - - ) de (Ym) cujos termos
sao da forma

vam =27 [ RI=1], (7)
7j=1 J=1

onde 'yj(-m) — f; quando m — oo. Logo, para m — oo, temos
n
Ynm —7 Y = Zﬁjwj, (8)
j=1

onde Z?Zl |8;| = 1 e, portanto, nem todo 3; = 0. Como {z1,...,z,} é L.I, temos que y # 0. Mas
Yn,m — y implica que ||yn m| — |ly|| (pela continuidade da norma). Como ||ym,| — 0, temos que
|Yn,m|| — 0, pois é uma subsequéncia. Logo [ly|| = 0 = y = 0. Mas isto contradiz y # 0, o que
prova o lema.



Teorema: Todo subespaco de dimensao finita ¥ de um espago normado X é completo. Em
particular, todo espaco normado de dimensao finita é completo.

Demonstragdao: Seja (ym) sequéncia de Cauchy qualquer em Y. Seja {e1,...,e,} base de Y.
Entao
Ym = agm)el +- ot aMe,. (9)

Dado € > 0, existe N tal que

CZ |a§,m) _ a§T)| < Z (Q§M) _ ag-r))ei = lym — ur|| <, (10)
Jj=1 j=1

para algum ¢ > 0. Assim

n
(m) (r) (m) (r) € o
a; ™ —a \Sz:llaj - a; ]<§Vm,r>Nj—1,2,...,n. (11)
J:
logo (ag-m)) é de Cauchy, j =1,2,...,n e, portanto,
ag»m) — o (12)
quando m — o0.
Defina
y=aieq - +ape, €Y. (13)
Temos
n
lym — yll = || nlag(m) — aj)ej|| < S~ alm) — agl|lejl| — 0 (14)
j=1 j=1

quando m — oco. Portanto y,, — y. Logo Y é completo.

Corolario: Todo subespaco Y de dimensao finita de um espago normado é fechado em X.

Exemplo: Seja X = C[0,1] e Y = span{zg,z1,...} com z;(t) = t/. Y ndo possui dimensao
finita. Y néo é fechado em X, pois pelo Teorema de Aproximagcao de Wierstrass, dada uma funcao
continua f : [0,1] — R, existe sequéncia de polinémios de [0, 1] em R que converge uniformemente
para f.

Definicao: Duas normas || - ||; e || - ||2 em um espaco normado X sao chamadas equivalentes se
existirem duas constantes positivas cq,co > 0 tais que

allzly < flzlle < eoflzfly Vo € X. (15)
e Normas equivalentes implicam em métricas equivalentes, que implicam em mesma topologia.

e Normas equivalentes implicam em mesmas sequéncias de Cauchy.

Lembre que [* é completo na norma || - |1, mas ndo é completo na norma || - [[;<. Logo || - |1 e
|| - ]i~ nao sao equivalentes.

Porém,

Proposicao: Se X é um espaco de dimensao infinita, entao todas as normas sao equivalentes.

Demonstragao: Seja {e1,...,e,} base de X. Para cada x € X, existem ay,...,a, € K tal que

n
Tr = Zaiei. (16)
i=1



Defina ||z|lo = > |a;|. Claramente || - [|o é norma em X. mostremos que qualquer norma em X
é equivalente a || - ||o.

Seja || - || outra norma em X. Entao
n n n
)l = || Y aies|| < Y laillleill < 1Iga<><n{\|€jﬂ}z |aj| = Cllzlo- (17)
i1 j=1 =I= j=1
Além disso, existe ¢ > 0 tal que
]| = eoa] + - -+ [anl), (18)
logo
cllzllo < llzll < Cllzllo. (19)

Exemplo: Seja C" com as métricas

l2lloo = max &),

n l/p (20)
2l = | > 1&17
j=1
Entao
n 1/p
lzllp = D 14517 > (6P =1g], i=1,2,...,n= [lz], > [2]|- (21)
j=1
Além disso,
1/p 1/p 1/p
n n n
_ P < P — — n1/p ]
ol = (D016 | < (30 max (6] =lele [ So1) =nlal, (22
7=1 7j=1 7j=1
Portanto
|2]lo < [l2llp < n*/P]2oo- (23)
Exemplo:

Lema de Riesz

Teorema: Seja X espaco vetorial normado e Y C X subespago fechado tal que Y # X. Entao,
dado € > 0, existe x € X tal que

|zl =1 e dist(z,Y) = inf ||z —y|| > 1 —e. (24)
yey

Demonstragao: Seja £ € X —Y. Como Y é fechado, a distancia entre T e Y é estritamente
positiva.
Seja

d = dist(z,Y) > 0. (25)

Dado € > 0, existe y € Y tal que

(26)
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y (N2

Segue que Vy € Y

onde utilizamos o fato de —gy — ||Z — g||y ser um elemento de Y. Portanto o vetor

1 o L d d(1 —e)
Y :fux_y_"m_y“y”z ~ =
H |7 — gl 12 = gli d

P
[l

Y

T—y
r=—"
(]l
satisfaz
dist(z,Y) >1—¢
e
]| = 1.
Compacidade

=1

— €,

Definigao: Um espago métrico X é dito compacto se toda sequéncia em X possui uma subsequéncia

convergente. M C X é dito compacto se M é compacto considerado como subespaco de X.

Lema: Seja M C X compacto. Entao M ¢ fechado e limitado.

Demonstragao: Seja x € M. Entao existe sequéncia (z,,) em M tal que x,, — . Como M é
compacto, existe (z,;) com z,, —y € M. Logo x =y € M e, portanto, M C M, o que implica

que M é fechado.



Suponha M nao limitado. Entao Vn € N, existe y,, € M tal que d(yn,b) > n para algum b fixo.
Esta sequéncia nao possui subsequéncia convergente, ja que toda sequéncia convergente é limitada.

Exemplo: Seja {e,}, = 1°° em [?, onde e, = (6,;). Note que {e,} e limitado, pois |e,|| = 1.
Alem disso, {e,,} e fechado em [2, pois

B(en;1/2) N M = {e,}. (31)

M é fechado e limitado, mas nao é compacto, pois (e,) nao possui subsequéncia convergente.

Teorema: Seja X espaco vetorial normado no qual a bola unitéria fechada B[0; 1] é compacta.
Entao X possui dimensao finita.

Demonstragao: Suponha que X nao seja de dimensao finita. Entao seja x; € X com |z =
1. Considere M; = span{z;1}. Pelo Lema de Riez (com e¢ = 1/2), existe zo € X — M; com
|lz2|| =1 e ||xza — x1]] > 1/2. Defina My = span{z1,z2} e seja 3 € X — Ma com ||z3]| = 1 e com
dist(z3, M) > 1/2. Procedendo, obtemos uma sequéncia (z,) em X com ||z,|| = 1 para todo n
e com ||z, — x| > 1/2 sempre que m # n. Esta sequéncia nao possui subsequéncia convergente,
contradizendo o fato de B[0; 1] ser compacta.

Teorema: Seja X espaco vetorial normado de dimensao finita. Entao M C X é compacto se,
e somente se, é fechado e limitado.

Demonstragao: A ida jé foi demonstrada. Vejamos a volta. Seja (x,) sequéncia em M. Entao

R N (32)

Como M é limitado, temos que ||z, || < k para todo m. portanto

k2 llenl = | Do €™ei|| 2 > 1g™), (33)
j=1 j=1
para algum ¢ > 0. Assim
m ko

Logo possui uma subsequéncia convergente. Assim (x,,) possui uma subsequéncia convergente (z,)
que converge para z = 2?21 §je;. Como M ¢é fechado temos que z € M. Logo M é compacto.

Teorema: Seja X espaco vetorial normado e Y subespaco préprio fechado de dimensao finita
de X. Entao existe z € X tal que ||z|| =1 e dist(z,Y) = 1.

Demonstragdgo: Como Y possui dimensao finita, é fechado. Dadoz € X, x #Y e §; > § =
dist(z,Y) entdo B[z;1]NY é fechado, limitado e nao vazio e, portanto, compacto. Existe assim um
ponto yo desse conjunto tal que d(z,yo) = dist(x, B[z; 01]NY). Mas dist(z, B[z;61]NY) = dist(z,Y)
e, entao, basta tomar T = HQ;:TSII:

1 1 dist
dist(z, Y) = o dist(a — 0, ¥) = o—dist(, ¥) = dist(z, yo)

- ~1. (35)
|z — yol|

[l — yoll

Teorema: Sejam X e Y espacos métricos e T': X — Y aplicagdo continua. Se M C X é
compacto, entdo T'(M) C Y é compacto.

Demonstragao: Seja (y,) sequéncia qualquer em T'(M). Temos y, = Tz, com (z,) sequéncia
em M. Como M é compacto, (x,) possui subsequéncia convergente limy_, zp, = € M. Como
T é aplicac@o continua, temos y,, = Tz,, — Tz € T(M), isto é, (y,) possui uma subsequéncia
convergente em T'(M). Portanto T'(M) é compacto.



Teorema: Seja T : X — R aplicagao continua de um espago métrico X em R. Se M C X é
compacto, entao T assume maximo e minimo em M.

Demonstragao: Pelo teorema anterior, T(M) C R é compacto e, portanto, fechado e limi-
tado. Dessa forma, inf T'(M) € M e supT (M) € T(M). As imagens inversas desses doi valores
correpondem aos valores de minimo e maximo em M, respectivamente.



