Convergéncia em Espacos Normados

Definigao:
i) (x,) em (X, | - ||) é convergente se existe z € X tal que

Jim [|z, — 2] = 0. (1)

ii) (zp) em (X, | -]|) é Cauchy se dado € > 0, existe N € N tal que

|Tm — znl] < € Vm,n > N. (2)

Dada um sequéncia (zj) em (X, || - ||), associamos a sequéncia (s,) de somas parciais (j& que
estamos em um espago vetorial podemos somar)

Sp =21+ T2+ + Tp. (3)
Se (s,,) converge, isto é, existe s € X tal que
Jig n =, W

dizemos que a série infinita,

o
> (5)
k=1
converge e
o0
S = Z T. (6)
k=1
Se a série real

> Mzl (7)
k=1

converge, a série é dita absolutamente convergente.

Teorema: (X, || -||) é Banach se, e somente se, toda série absolutamente convergente é conver-
gente.
Demonstragao: Considere, primeiramente, (X, || -||) Banach e seja (x,) sequéncia tal que

S flall < oo. (8)
k=1

Seja

N
s =3 (9)
n=1

Para N, M € N com N > M. temos

N N
Isn —sall = | 32 @ < 3 lheal (10)
n=M+1 n=M+1



que tende a zero quando M — oco. Assim (sy) é de Cauchy e portanto convergente em X, que é
Banach.

Se, agora, toda série absolutamente convergente em X é convergente, fixe (x,) de Cauchy em
X qualquer. Entao é possive selecionar n; < ne < ... de maneira que

(11)

Zn — zml|l < o5

27
para quaisquer n,m > n;. tome
=z
Y1 ' ni (12)
Yj = Tn; — Tnj_y, J = 2.
Entao
k
D Ui =n (13)
j=1
e

ZH%\—H@AHZH% Tn; 1H<Hy1!+2*<00 (14)

Portanto existe

hm 0 Ty, = Zyn] (15)

Como (z,) é de Cauchy e possui uma subsequen(na convergente, entao (z,) converge.
De fato: seja a = hmiﬂfoo. Dado € > 0, tome ng tal que

[0, — ]l < 5 Vj,ki > ng (16)
e também ]
|zn, —all < §Vk‘ > ng. (17)
Segue que para n > ng
[2n = all < [lzn = 2ngll + 20, —all <e. (18)

Base de Schauder

Se um espago normado contém uma sequéncia (e, ) com a propriedade que Va € X, existe tinica
sequéncia de escalares (a,) tal que

|z — (€1 + agea + -+ - + aney)|| = 0, (19)

quando n — 0o, entao (e,) é chamada base de Schauder. A série
o0
x = Z ke (20)
k=1
é chamada a expansao de x na base (ey).

Exemplo: Note que [P possui uma base de Schauder (e,), onde e, = d0p;.

e = (1,0,0,...),
=(0,1,0,0,...), (21)
=(0,0,1,0,...),



Dado z = (&;) € I”, temos

1/p
|z —&1e1 — &aea — -+ — Epenl| = Z (31 —0, (22)

Jj=n+1

quando n — oo.
Teorema: Todo espaco normado X que possui uma base de Schauder é separdavel.
Demonstragao: Seja (e,) base de Schauder. considere o conunto

Sz{Zriei:riEQ,nEN}. (23)

i=1
Dado
n
SZ{ZMQIWGQWGN}, (24)
i=1
temos que S,, é enumerdvel, pois existe f : S, — Q x --- x Q com f(x) = (r1,72,...,7r,). Note
que f é injetivo, pois se x = Y i r¥e;, y =Y i rie; e f(z) = f(y), entaorf =77, i=1,2,...,n,

o que implica que x = y. Como Q™ é enumeravel, temos que S,, é enumeravel e
S =U,S, (25)

é enumeravel.
Note que S é denso em X, pois dado = € X, existe n € N e (ay,...,a,) € R" tal que

|z —ajer — - —anen|| < ; (26)
Como R é separdvel, existe (ri,r2,...,r,) € Q" tal que
\ai—ri\<m, i=1,2,...,n. (27)
Portanto
|z —rier — .. xpen| <z — ater — - —apen|| + ||(an —r1)er — - — (q — 1) en||

n
€ € ne
< §+ .51 ’ai_ri’”6i|’ < 54‘% = €.
1=



