O espaco [?

Antes de definirmos o espaco [P, que serd exaustivamente utilizado durante o curso, demostra-
remos trés desigualdades. Em particular, a dltima serd essencial na demonstracao de que [ é um
espaco métrico.

a) Desigualdade de Young: Seja p > 1 e ¢ definido por

1 1
— 4+ = =1 (p e ¢ sao expoentes conjugados). (1)
p q

Se A, B sdo nuimeros reais positivos, entao

P a
ABSA——FB—. (2)
p q

Demonstragao: Seja a real com 0 < a < 1. Considere a fungao
o(t) =at—t% t>0. (3)
Entao

1 <0 para 0<t<1
"D=a—at* t=al-=—
#(t) tl-o >0 para t > 1.

Com isso vemos que ¢(t) > ¢(1). Portanto
at—t*>p(l)=a—-1=t*<at+ (1 —a). (5)

Para a, b nao negativos, tome ¢t = a/b. Temos assim
(8] <ofe () -] 0

a®b' ™ < aa + (1 — a)b. (7)

logo

Seja agora 1 <p<oocel/p+1/g=1. Tome o =1/p e temos

141 1 1 11 b
a;bl ;§a+<1—>b:>arl)b<11§a+. (8)
p p p q
DeﬁnaAEa% eBEb% e teremos
AP B4
AB < — 4+ —. 9)
p q

Podemos brevemente definir o espago [P. Para p > 1 nimero real fixo, dizemos que a sequéncia
x = (&,&,...) pertence a [P se

oo
Z |£;]P converge. (10)
j=1

Ainda nao temos uma métrica em [P. Para isso devemos provar ainda duas desigualdades.



b)

Disugualdade de Hélder: Sejam = = (§;) € I? e y = (n;) € 19 com

1 1
» + 4 =1. (11)
Entao )
dolgmil < | Do lgl > Ingle (12)
j=1 j=1 j=1
Demonstragdo: Sejam A = (§J|)1 e B = ('T’Jl)l com n € N fixo. Pela desigual-
>i=1161P)P > 5= Injle)
dade de Young ’ ’
1651 1&g 1 nyl?
< - + - . (13)
(Zn . |£|p>117 (Zn . |77|q)¢11 pz;:l |€]’p q Z?:l ‘n]’q
J=115J J=110
Somando de 1 até n, temos
n
i—1 1655 1 1
Z]—l 1€5m;] P (14)

(S 6P)” (Sl P

Portanto

p q

n n n oo
S oIgmil < [ D1 St < Do IgP
j=1 j=1 j=1 j=1

onde utilizamos na dltima passagem o fato de x € [P e y € [9 e, portanto, as somas convergem.
Descobrimos assim que a sequéncia

q

(o, ¢]
Sl <00, (15)
j=1

iSEE

sn=Y_|&nl (16)
j=1

é mondétona, crescente e limitada, logo lim s, existe e vale
n—oo

q

1
SoIgmil < [ D1 > il (17)
j=1 j=1 j=1

Disugualdade de Minkowski: Sejam x = (§;) e y = (1;) pertencentes a I[P, entao

0 p 0 00
Sl | < (DoIGP | Dl - (18)
=1 =1 =1

Demonstragao: Se p =1 temos

(o] o0 o0
&5+ il S UE1+ sl =D 16 +ml < DI+ Imgl- (19)
j=1 j=1

J=1
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Se p > 1, temos

SIG P =D 16+l +milr Tt < UGG — P D Ingllg — Pt (20)
j=1

j=1 j=1 J=1
pela desigualdade triangular, com n € N fixo. Pela desigualdade de Holder, temos

p q

n n n
DOIGNE Pt < [ D 1gIP D oIg +mylP 0] (21)
j=1 j=1 j=1
Mas como p e g sao expoentes conjugados, temos ¢(p — 1) = p. Portanto
1
n n ; n q
S OIglG +mlr Tt < [ D141 DolgG +ml (22)
j=1 j=1 j=1
e, analogamente,
1 1
n n p n q
> Inillgg +mPt < D gl S IgG il | (23)
j=1 j=1 j=1
Dessa forma, cegamos em
1/p 1/p :

n n n n
Mgl < ([ DoIGr ] + D]l SG | (24)
=1 i=1 i=1 =1

Passando o tultimo termo dividindo do lado esquerdo, temos (com 1 —1/¢ = 1/p)

1/p 1/p 1/p

> Ig +myl < (oG] Do (25)
j=1 j=1 j=1

Como z,y € P, temos, pelo mesmo argumento utilizado anteriormente

1/p 1/p 1/p

o0 o0 o0
MG+l < |IDIEGP] Dol (26)
7j=1 7=1 j=1

Estamos apto para definirmos uma métrica em [P. Para =,y € [P, temos

o 1/p
d(z,y) = | Y _1& =l (27)
j=1
Note que para p = 2 temos o espaco de Hilbert 12 com a métrica
- 1/2
dz,y) =Y 1& -] (28)
j=1

Este espaco serd muito importante mais para frente.

Basta mostrarmos agora que d é métrica em IP. Para isso note que



1/p

[e.e]
Z 1€ — ;P converge por Minkowski, (29)
j=1

ja que z = (&) e y = (1;) pertencem a IP.

2) Para mostrarmos a desigualdade triangular, seja z = ({;) € [?. Entao

o 1/p 1/p
d(z,2) = [ > 1§ = ¢IP =) I —m) + (i — )P
=1 =1
o 1/p - 1/p (30)
= DT B DI
o =1

= d(z,y) +d(y, x),

onde, da primeira para a segunda linha utilizamos a desigualdade de Minkowski.



