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1. Considere novamente a lagrangiana para o problema de Kepler,

onde 7 é um versor fixo em R3.

(a) Mostre que tal transformagao é uma simetria do sistema, com

b L=, 1=-2-n.

(b) Mostre que a constante de movimento resultante do teorema de Noether é, neste caso, a

componente do vetor de Runge-Lenz A na diregao de n, isto é, A-h.

2. Considere o campo de forgas originado por um fio homogéneo, localizado sobre uma curva
parametrizada por v(s) = (z(s), y(s), z(s)). Suponha que um elemento de linha do fio, locali-
zado na posigao rg, contribui com um potencial da forma dV = f(||r — r¢||) ds (forga central).
O potencial resultante em uma dado ponto 7 ¢ desta forma dado por V(r) = [ f(||r —7ol|) ds.

Considere uma particula teste sob a agao desse campo de forga.

(a) Encontre trés constantes do movimento se o fio é uma reta infinita localizada sobre o

eixo z.

(b) Encontre duas constantes do movimento se o fio ¢ uma hélice com eixo de simetria sobre

0 eixo z.

3. Uma forma mais geral para o teorema de Noether: Consideremos o caso em que a lagrangiana

depende do tempo, L = L(q, ¢,t). Consideremos a transformacao
a—d=4d(dqts), t-t=1(qqts), (1)

agindo em curvas ¢(t) e tal que ¢ = ¢ e ¢ = t quando s = 0. Para nods sera suficiente

considerar sua versao infinitesimal,

¢—q =q+s0g+0(s%), t—=1 =t+s5+0(s%), @



com dq = 0q(q, 4,t) e 6t = dt(q, ¢, t). Estamos interessados em transformagoes que preservam
as equagoes de movimentodo sistema. Isso ocorre quando esta transformacao leva extremos da
acao S[q(t)] = ttf L(q,q,t)dt (quando mantemos os pontos inicial ¢(¢1) e final g(t2) fixados)
em extremos da agao S[¢'(t)] = L? L(q,¢,t")dt" (quando mantemos os pontos inicial ¢'(t}) e
final ¢'(t}) fixados).

(a) Fazendo a mudanga de variavel t; — ¢ na integral da agao, mostre que

S'[q'(t)] = Sla(t)] = /t 2 [L(ng/,t')f; — L(q,q,t)| dt.

Assim, as equagdes de movimento sdo preservadas se

/

L)%~ Dla.at) = )

para alguma func¢ao F' = F(q,t;s). Ou, em sua versao infinitesimal,

. dt’ df
L(qd ) = L(g,4,1) = 5= + O(s%), (4)
onde f(q,t) = % . Neste caso, dizemos que a transformacao é uma simetria do

sistema.

(b) Por outro lado, podemos expandir diretamente a expressao de L(¢, ¢/, ¢ ) " em s. Mostre
que se ¢(t) é solucao das equagoes de movimento entao
/

) dt .
L(¢, ¢, t")— — L(q,4,t) =

45 t) o (6q — ¢ot) + Lot| + O(s )

d oL
at dq
(¢) Combinando os resultados de (a) e (b) mostre que se a transformagao é uma simetria do

sistema entao a quantidade

Q =pdg— Eét+ f

¢é constante do movimento, onde p = aq e E=pg— L.

(d) Generalize para o caso de vérios graus de liberdade, ¢ = (¢%,...,¢") e mostre que a

quantidade conservada é, neste caso,
Q = pidq’ — Edt + f. (5)

Na pratica, dado um sistema lagrangiano e uma transformacao como a acima, fazemos os

seguintes passos para identificar uma possivel quantidade conservada como a acima.

. Calculamos 6sL := 72 [L’ dt/} o



ii. Achamos, se possivel (e isso s6 ocorre quando a transformagao é de fato uma simetria),

5 _ 4.
uma funcao f(q,t) tal que 0L = ;

ili. Determinamos a quantidade conservada correspondente, dada por (5).

4. Use o exercicio anterior para determinar, se possivel, quantidades conservadas nos seguintes

sistemas lagrangianos:

(a) Uma particula em um campo externo escalar produzido por uma onda plana se propa-
gando na direcao de 1,
m .
L= 57?2 — V(7 — tid).

(b) Uma particula em um potencial homogéneo, da forma V(a7) = o™V (7). Dica: considere

a transformacao 7 = ar’ e ' = [t e explore.



