Questao 1: O espaco dual. Seja V um espaco vetorial real de dimensao n. O espaco
dual a 'V é definido como o espaco vetorial das fungoes lineares de V' em
R (funcionais lineares), munido com as operagoes usuais. Usualmente, é
denotado por V*

a)

Seja {eq,...,e,} uma base de V. Mostre que o conjunto de funcionais
lineares {6',...,0"} tais que 6(e;) = d constitue uma base para V*.
Tal base é conhecida como base dual.

Como dimV = dim V*, tais espacos vetoriais sao isomorfos. Entre-
tanto, esse isomorfimo nao é natural, isto é, depende da escolha de
base. Convenca-se disso.

Agora, suponha que V possui um produto interno g : V x V — R.
Prove o teorema da representacao de Riesz: dado f € V*, existe um
tnico vy € V tal que f(v) = g(vy,v).

Utilize o resultado do item anterior para construir um isomorfismo na-
tural entre V e V*.

Sejam A : V — V* o isomorfismo que vocé construiu no item anterior e
A~! o isomorfismo inverso. Para v € V, escreva A(v) = v”; se w € V*,
escreva A1 (w) = w?. Como a notagao sugere, os isomorfismos A e A~?
sao conhecidos como isomorfismos musicais (se vocé nao entendeu isso,
tudo bem; vocé nao precisa entender de misica para ser aprovado neste
curso). Sejam v’ e w; as componentes de v e w nas bases do item a),

ie, v =1 ew=wf. Mostre que

(Ub)i = gz‘ﬂ}j

(W) = g"w;,

onde g;; = g(e;, e;). O que significam os elementos ¢"/?

Questao 2: Produto tensorial de espagos vetoriais. Sejam V e W dois espacos vetoriais
reais de dimensao n e m, respectivamente. Suponha que exista uma transfor-
magcao bilinear 7' : V xW — FE, onde E é um espaco vetorial. Iremos chamar
tal transformagao de produto tensorial e denota-la por T'(v,w) = v ® w. Se
{e;} e {w;} s@o bases de V' e W, suponha que os elementos da forma e; ® w;
formam uma base para E. Entao, £ é um espago vetorial de dimensao mn,
chamado de produto tensorial dos espacos V e W e denotado por £ = V®W.

a) Considere transformagoes lineares f : V. — Feg: W — H, onde F

e H sao dois espagos vetoriais reais de dimensao finita. Utilize estas
aplicacoes para construir uma transformacao linear f @ g : V@ W —
F ® H. (Dica: Deixe a notagao lhe guiar!)



Questao 3:

Questao 4:

b) A partir de agora, suponha que W = V* e que V possui um produto
interno g : V x V — R. Mostre que V ® V* é naturalmente isomorfo
ao espago L(V) das transformacoes lineares de V em V.

¢) De modo anélogo ao item b), argumente que o espago V*® V* pode ser
identificado naturalmente com o espaco das aplicagoes bilineares de V'
em R. O que pode ser dito sobre V @ V7

Tensores em espagos vetoriais. Seja V um espago vetorial real de dimensao
n e V* o seu dual. Um tensor do tipo (r,s) em V é um elemento do espaco
vetorial

TI(V)=V®..0VeV'®..eV".

s

T S
a) Convenca-se de que 77 (V') é naturalmente isomorfo ao espago das apli-
cagoes multilineares de r copias de V* e s copias de V' em R.

Generalize o item e) da questao 1 para tensores do tipo (7, s).

Utilizando a linguagem desta questao, exiba as operagoes entre tensores
dadas em aula. Em particular, mostre como a contracao pode ser de-
finida em termos de aplicagoes entre espacgos vetoriais. Por exemplo, se
T = Tij,c eRe;® 67, descreva o tensor cujas componentes sao Tijj em termos
de uma aplicacao de V @ V ® V* em V. Generalize para tensores de tipo
qualquer.

A crash course on Differential Geometry of surfaces

Nos proximos exercicios, M sempre denotara uma variedade bidimensional
imersa em R3 com métrica induzida g e conexao de Levi-Civita V. A métrica
do espaco ambiante também sera denotada por g. A conexao euclidiana,
entretanto, sera denotada por V.

O mapa de Weingarten (shape operator).

Para cada p € M, suponha que N, seja um vetor unitario normal a M, isto
é, g(N,, V,) =0,V V, € T,M. Observe que dada uma parametrizagao local
¥ :U C R? - M em torno do ponto p, sempre conseguimos determinar N
em uma vizinhanca do mesmo em M considerando N = N o ¥7!, com

~ (912 X 622

N= 1012 x 0ox | (1)

Na pratica, confundiremos N com N. Abusos de notacao sao mais do que
bem-vindos em geometrial



a) Mostre que para cada V' € T,M temos VyN € T,M
b) O mapa de Weingarten é uma aplicacao L : T,M — T,,M definida por

c)

d)

L(V)=—VyN. (2)

Mostre que L é uma aplicacao linear.
Considere coordenadas locais (') com base coordenada associada {e;}.
Se L(ej) = L*;e;, mostre que

@-N = —Lijei. (3)

Estas sao as chamadas equagoes de Weingarten.

Descreva L nos seguintes casos: (i) M ¢ um plano em R?; (i1) M ¢ a
esfera de raio a.

Questao 5: A sequnda forma fundamental.

A segunda forma fundamental de M ¢é a forma bilinear II : T,M x T,M — R
definida por

a)
b)

I(X,Y) = g(L(X),Y). (4)
Descreva a segunda forma fundamental de um plano e de uma esfera.
Defina II;; = Il(e;, e;). Mostre que
IL;j = g(N, Oie;). (5)

Conclua que a segunda forma fundamental é simétrica.

Sejaa : I C R — M uma curva em M parametrizada pelo comprimento
de arco s € I. Definimos a curvatura normal de o em «(s) por

ovte) = (L v)) )

Interprete esta definicao.

da(0
Se a(0)=pe % = X € T,M, mostre que
s

(X, X) = iy (0). (7)

Assim, concluimos que todas as curvas que passam pelo ponto p e tém
vetor tangente X neste ponto apresentam a mesma curvatura normal.
Nesse sentido, podemos dizer que I1(X, X') mede a curvatura normal na
direcao de X.



d)

Fixados X, N € T,M, considere o plano gerado por estes vetores. Ob-
serve que tal plano intercepta a superficie M segundo uma curva 3, a
qual chamaremos de sec¢ao normal de M em p na direcao de X. Se k
denota a curvatura de [, mostre que

RN = +k. (8)

Questao 6: Curvaturas principais.

Dado um ponto p € M, considere todos os vetores X € T,M com g(X, X)=1.
Definimos as curvaturas principais de M em p como o menor e o maior
valor de II(X, X). Iremos denoté-las por k; e kg, respectivamente. Um
fato assaz interessante é que tais quantidades sao os autovalores do mapa de
Weingarten! Vamos provar isso.

a)
b)

Mostre que L é um operador auto-adjunto.

Prove ou aceite o seguinte resultado: Seja V' um espago vetorial real
de dimensao 2 munido de um produto interno g. Dada uma forma
quadrética @ em V (i.e., existe uma aplica¢ao bilinear simétrica B :
V xV — R tal que Q(V) = B(V,V)), existe uma base ortonormal
{e1, e} tal que se V = wey + yey, entdo

QV) = Ma® + Aoy, (9)

onde A\ = maz{Q(V) : g(V,V) =1} e \g = min{Q(V) : g(V,V) = 1}.
(Dica: Existe uma prova deste resultado no livro de GD do Manfredo).

Utilizando o resultado do item anterior, prove que se T': V. — V é um
operador linear auto-adjunto, entao existe uma base ortonormal {e;, €5}
de V tal que T'(e1) = Ae1 e T(ez) = Agea. Além disso, temos

A= max{g(T(V),V): g(V,V) = 1} (10)

Ay = min{g(T(V),V): g(V,V) =1} (11)

Conclua que as curvaturas principais sao de fato os autovalores do mapa
de Weingarten. Uma vez que o traco e o determinante de um operador
sao invariantes de base, eles merecem atencao especial. No caso de L,

temos
det(L) = KyRa, (12)

Tr(L) = k1 + Ka. (13)



)

A primeita quantidade é a famosissima curvatura gaussiana. Na pro-
xima questao, iremos mostrar que ela é de fato uma quantidade intrin-
seca. Ja o traco de L é a chamada curvatura média. Argumente por
que esta tltima claramente nao é uma quantidade intrinseca.

Usando o que temos até agora, calcule a curvatura gaussiana de uma
esfera de raio a.

Questao 7: O Teorema Egregium de Gauss.

a)

Seja K a curvatura gaussiana de M (que pode variar ponto a ponto, ob-
viamente). Utilizando a rela¢do do mapa de Weingarten com a segunda
forma fundamental, mostre que

H11H22 - ]-_-[%2

K = . 14
911922 — 9 (14

Utilizando o item b) da questao 5, mostre que
dje; =T e; + TN, (15)

onde N é o mesmo campo normal que aparece nos exercicios anteriores.
Tal expressao é geralmente chamada de formula de Gauss.

Dica: Para cada p € M, sempre podemos descrever T,R* como a soma
direta T,R? = T,M & (T,,M)*, onde o complemento ortogonal (T,,M )=+
¢ simplesmente o subespaco gerado por N,,.

Tomando as derivadas da formula de Gauss e utilizando as equacoes de
Weingarten, mostre que

Ok0je; = (OkT ;™ + Tyl — T L™ e + (U Ty + 0, I15;) N (16)
Argumente que
0x0je; = 0;0;ey. (17)
Utilizando a observacao acima, prove a seguinte relagao:
Rp™ =y L™y — 1L L™ (18)
Prove o teorema egregium de Gauss:

_ R1212
det(g)

(19)

Discuta por que a equagao acima é suficiente para garantir que a cur-
vatura gaussiana é de fato uma quantidade intrinseca.



