Lista 3 - Relatividade Geral

Ricardo Antonio Mosna, setembro de 2018

Notagao: nesta lista usaremos a seguinte convengao para os simbolos de Christoffel e tensores

de curvatura:
. k
(i) Ty)" = 5 9" (gjm.i + Gim.j — Gijom);
(i) Ryt = 0y 0 4 0,3 + T, 1,2 =T, 1, %

(ili) Rqp =R

c.
ach

(iv) R = g™Rg.
1. Considere a superficie de uma esfera S de raio a.

(a) Escreva o tensor métrico nas coordenadas esféricas usuais (6, ¢).
(b) Ache os coeficientes de conexao associados.

(c) Considere um vetor Xy de coordenadas X} no ponto p € S de coordenadas (6,$) =
(00,0). Escreva o problema de Cauchy correspondente a fazer o transporte paralelo de

Xo ao longo do paralelo § = 8y dando uma volta completa em ¢ de 0 a 27.
Resolva este problema de Cauchy para 6y = 7/2. Interprete o resultado.
Resolva este problema de Cauchy para 6y = 7/3. Interprete o resultado.
Ache todos as componentes do tensor de curvatura R,,.3.

Compare a expressao que vocé obteve nos itens (d) e (e) com a formula AN = 1(Xo)" f1* Ry
(onde M é o vetor paralelamente transportado) e f*” da a area infinitesimal. Esta for-

mula se aplica a este caso?

2. Considere o espago de Minkowski com coordenadas cartesianas (7, X,Y, Z) no referencial
inercial K. Vamos introduzir coordenadas girantes em relacao a K, com velocidade angular

w, por :

t=T,

x = cos(wT) X + sen(wT)Y,

y = —sen(wT)X + cos(wT)Y,
z=2Z.



Mostre que, perto do eixo z, temos g,, = Ny + by com
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Assim, na notacao introduzida em aula, temos & = (“—Cy, —”—f,()), W= -3 Vxd=uwsie
¢ = —w?(2? + y?). Mostre que a equacio de movimento neste caso reduz-se a
&’z J X (0 xd)—2 *de
m—s =—mdd X (0 Xd)—2md x —.
dt? dt

Interprete esse resultado em termos de forgas centrifuga e de Coriolis.

3. Mostre que os coeficientes de conexao se transformam como

/ 7 /
o o n v a K Y7Y yo
sz/ =X, X#,XV,FW - XXX,
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o _ 0x“ o _ 9%z~
onde X3 = G5 e XW = FpngaT

4. Mostre que

5. Mostre que

(a) VQRBWV + VaRyau” + V4R 5" = 0 (identidade de Bianchi);

(b) RS, = 3R

aBp

6. Faz diferenca se substituirmos a derivada covariante pela derivada simples nas defini¢oes dos

tensores Ay € Cype abaixo?

<a> Agp = Xa;b - Xb;a

(b) Cape = Bapic + Bieia + Beap, onde By, € tensor antissimétrico.



7. Considere um espago-tempo esfericamente simétrico genérico, com métrica
ds®> = A(r)dt® — B(r)dr? — r?d6? — r? sen?(0)d¢?.

Encontre as equagoes das geodésicas e mostre que os coeficientes de conexao nao triviais nesse

caso sao dados por:

[43%2 = —senfcosf, Ty =1/, ['3,% = cot 0,

onde 2’ =t, 2l =7, 22 =0 e 2® = ¢.

8. Calcule todos as componentes nao triviais do tensor de Riemann para o espago-tempo do

exemplo anterior. Mostre que as componentes nao triviais do tensor de Ricci sao dadas por:

AT A (A B Al
Roo = 55 4B<A+B)+TB7
__AY A (A B B
Rll_—2A+4A<A+B>+rB’
— 1 _r (A _ B
Rp=1- _QB<A B)’

B
R33 = sen? 6 Ros.

9. (Eztra) Comutador entre campos de vetores (exercicio 7 da lista 2, do curso do Mauricio

Richartz)

Assim como podemos pensar em um vetor v, € T, M num ponto p de uma variedade M como
sendo uma aplicacao v, : C>°(M) — R, podemos pensar num campo de vetores v como sendo
um operador v : C®(M) — C*(M) (o simbolo C*°(M) é o conjunto de todas as funcoes
infinitamente diferenciaveis f : M — R). Sejam v e w dois campos de vetores suaves de uma
variedade n-dimensional M. Definimos o comutador [v,w] entre v e w através da relagao

[v,w](f) = v(w(f)) —w(v(f)), onde f: M — R é uma funcdo C*° qualquer.

(a) Mostre que o comutador [v,w] entre dois campos de vetores ¢ linear e satisfaz a regra de

Leibnitz para concluir que [v,w] é também um campo de vetores.

(b) Sejam u, v, w trés campos de vetores suaves quaisquer. Mostre que a identidade de Jacobi

é satisfeita, i.e. mostre que

[[w, v], w] + [[w, u],v] + [[v,w],u] = 0.


http://professor.ufabc.edu.br/~mauricio.richartz/relatividade_2017.html
http://professor.ufabc.edu.br/~mauricio.richartz/relatividade_2017.html

(©)

Sejam Y7,...,Y, campos de vetores suaves em uma variedade n-dimensional M que
formam, em cada ponto p € M, uma base do espaco T),M. Portanto, em cada ponto
p € M, podemos expandir cada comutador [Yy,Ys] em termos dessa base, definindo
assim funcoes C7,p tais que [Yy, Yg] = C7y5Y,. Mostre que C7y3 = —C7g, €, usando a
identidade de Jacobi demonstrada acima, encontre uma equagao que deve ser satisfeita

pelos C7 3.

Dada uma carta/sistema de coordenadas (U, ) da variedade M, com a notagao usual
Y(p) = (2'(p),...,2"(p)), podemos construir uma base coordenada {8%‘;0}7 po=
1,...,n de T,M, para cada p € U C M. Dessa forma, dado um campo de vetores
v, podemos decompé-lo através de v = U“a%, sendo cada componente v* uma fungao
de p e U C M em R. Sabendo, disso, dados dois campos de vetores v e w, mostre que
as componentes do comutador [v,w] sdo dadas por

yOowt - Ou
oz " o

[v, W] =v

Observe que o comutador entre dois campos de vetores de uma base coordenada qual-
quer {%, cee a%} é sempre nulo, i.e. [0,,0,] = 0. Queremos mostrar que a reciproca
também é verdade, isto é, que se temos uma base em que o comutador entre dois campos
de vetores quaisquer se anulam, entao existe um sistema de coordenadas na qual essa
base é uma base coordenada. Mais precisamente, assuma que Y7,...,Y, sao campos de
vetores suaves em uma variedade n-dimensional M que formam uma base de T,M em

cada ponto p € M. Suponha que [Y,,Y3] = 0 para quaisquer dois «, 8. Prove que em

uma vizinhan¢a de cada p € M existem coordenadas (y1,...,y,) tais que Yi,...,Y, sdo

os campos de vetores coordenados, i.e., tais que Y, = %.

Dica: em uma bola aberta de R™, as equagoes 8(97]; = F,com u=1,...,n, para a funcado
oF, OF,

desconhecida f, possuem solugao se e somente se 55 = 5. Use esse fato, juntamente

com o item e, para encontrar as novas coordenadas.

Dé um exemplo de dois campos de vetores em R? que, em qualquer ponto p € R?, sdo
linearmente independentes e nao-nulos, e cujo comutador nao é nulo. Esse par de campos
de vetores constitui uma base para TP]R2 em qualquer ponto p € R, mas por causa dos
resultados acima nao pode ser uma base coordenada pois o comutador entre eles nao é

nulo.



