Lista 2 - Relatividade Geral

Ricardo Antonio Mosna, agosto de 2018

1. Considere o toro mostrado na figura abaixo (& esquerda):

(a) Parametrize tal superficie usando as coordenadas 0 e ¢ da figura.

(b) Obtenha expressoes para os vetores e; da base coordenada correspondente e para o o
tensor métrico g;;.

(c) Obtenha expressoes para e’ e g*.

(d) Usando o que vocé obteve no item (b) escreva a integral que corresponde ao comprimento

da curva dada por ¢ = ¢g que abraga o toro e a calcule. Faga o mesmo para a curva
0 =0bp.

(e) Escreva a integral que corresponde ao comprimento de uma curva que d4 uma volta no

toro como na figura da direita (escolha uma).

Generating
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2. Considere a espiral esférica (ou loxodromia) dada pela curva C' parametrizada por r(t) =
(2(t),y(t), 2(t)) € S?, onde
x(t) = cos(t) sech(mt),
y(t) = sen(t) sech(mt),
z(t) = — tanh(mt),

com —oco<t<ooem>0.

(a) Esboce C.

(b) Obtenha a parametrizacao acime em coordenadas esféricas (isto é, = 0(t)

e ¢ = (1)
(c) Encontre expressoes para 7(t) na base {a%, 8%, %} de Tr(t)R e na base {%, 8%}
T’F(t)S2'



alcule 0 angulo que tal curva Iaz Ccom 5 € 77 para Cada t. lnterprete. 1ca: TIaGa
d) Calcule o angul tal f 5 e da t. Interprete. Dica: f

m
1+m?2

— COs .

(e) Calcule o comprimento de tal curva. Interprete.

3. O simbolo completamente antissimétrico de Levi-Civita, €,,.. 4, ¢ definido como sendo +1 se
{p1...pn} & uma permutacao par de {1...n}, —1 se {p...p,} é uma permutagdo impar
de {1...n} e 0 nos demais casos (isto é, quando {p ... u,} contém algum indice repetido).
Por defini¢ao, o simbolo de Levi-Civita tem as componentes acima em qualquer sistema de
coordenadas e portanto ndo é um tensor (vamos remediar isso ainda nessa lista). Vamos
assumir que estamos trabalhando em R? euclidiano com coordenadas cartesianas de maneira

que indices podem ser subidos e baixados impunemente.

a) Mostre que €ji, €rsk = 0ir0js — 0is0jr;

(a)
(b) Mostre que &;jx, €j; = 2 0ks;
(c) Mostre que (ff X B)k = €k AiBj e (V x ff)k = €;jk0;Aj;
(d) Use os itens anteriores para mostrar que Ax (BxC) = B (A-C)—C (A-B) e Vx(VxA) =
V (V- A) - V2A.
4. Definimos a simetrizagao e antissimetrizagao de um tensor 7, ...;,, por T(;,...;,) = % Yo To(in)o(in)

e Ijy.iy) = % > o (=1)7Ty i )).co(iy)» TeSPeCtivamente, onde a soma percorre todas as permu-

tagoes o de {1,2,...,n} e (—1)? denota o sinal da permutagao.
(a) Obtenha expressoes explicitas dessas operagoes para n < 3;

(b) Mostre que se T; é simétrico (resp. antissimétrico) em todos os seu indices, entao

1"‘in
Ty vin) = Tiyevsin (vesp. Ty iy = Tigooi);

(c) Mostre que se A;; é simétrico, entao Al B;; = Al Biij;

(d) Mostre que se A;; é antissimétrico, entao AW B;; = Al Bj;

(e) Mostre que se A;; é simétrico e B;; é antissimétrico, entdo AY B;; = 0.
5. Considere um tensor R;;;; em um espago vetorial de dimensao n com as seguintes simetrias:

(1) Rijk = —Rjii,
(i) Rijm = —Rijik,
(iil) Rijki + Rjkit + Ryiji = 0.

Use as propriedades (i), (ii) e (iii) para mostrar que:



(e)

Rijri = Ryij,

Mostre que o conjunto dos tensores que satisfazem as propriedades (i), (ii) e (iii) é um
espago vetorial de dimensao m

Dado um tensor simétrico B;;, o tensor A;ji = By Bji — By Bji, tem as mesma simetrias
que Rk

Mostre que se n = 2 e R;jj; satisfaz as propriedades (i), (ii) e (iii) entao R = K(gingji—
gi1gjk), K escalar.

Se Rijkla:iyja:kyl = 0 para todos os vetores x?, 3/, entdo Rijr = 0.

6. (Extra) O espago dual (exercicio escrito pelo Matheus)

Seja V um espago vetorial real de dimensao n. O espaco dual a V' é definido como o espago

vetorial das fungoes lineares de V em R (funcionais lineares), munido com as operacoes usuais.

Usualmente, é denotado por V*.

(a)

(b)

Seja {e1, . ..,e,} umabase de V. Mostre que o conjunto de funcionais lineares {6*, ..., 6"}

tais que 67 (e;) = 5; constitui uma base para V*. Tal base é conhecida como base dual.

Como dimV = dim V*, tais espacos vetoriais sao isomorfos. Entretanto, esse isomorfismo
9 )

nao é natural, isto é, depende da escolha de base. Convenga-se disso.

Agora, suponha que V possui um produto interno g : V x V' — R. Prove o teorema da

representagao de Riesz: dado f € V*, existe um tinico vy € V tal que f(v) = g(vy,v).
Utilize o resultado do item anterior para construir um isomorfismo natural entre V e V*.

Sejam A : V — V* o isomorfismo que vocé construiu no item anterior e A~! o isomorfismo
inverso. Para v € V, escreva A(v) = v”; se w € V*, escreva A(w) = wf. Como a notagao
sugere, os isomorfismos A e A~! sdo conhecidos como isomorfismos musicais (se vocé
nao entendeu isso, tudo bem; vocé nao precisa entender de musica para ser aprovado
neste curso). Sejam v’ e w; as componentes de v e w nas bases do item a), i.e, v = v'e;
e w = w;f’. Mostre que

(0)i = gijv’

(wﬂ)l = g”wb

onde g;; = g(e;, e;). O que significam os elementos g/?

7. (Eztra) Produto tensorial de espagos vetoriais (exercicio escrito pelo Matheus)



Sejam V e W dois espagos vetoriais reais de dimensao n e m, respectivamente. Suponha que
exista uma transformacao bilinear 7' : V x W — FE, onde E é um espago vetorial. Iremos
chamar tal transformacdo de produto tensorial e denota-la por T(v,w) = v ® w. Se {e;} e
{wi} s@o bases de V' e W, suponha que os elementos da forma e; ® w; formam uma base para
E. Entao, E é um espaco vetorial de dimensao mn, chamado de produto tensorial dos espagos

V e W e denotado por E =V ® W.

(a) Considere transformacoes lineares f : V. — F e g : W — H, onde F e H sao dois
espacos vetoriais reais de dimensao finita. Utilize estas aplicagbes para construir uma
transformacao linear f® ¢g: V@ W — F ® H. (Dica: Deixe a notagao lhe guiar!)

(b) A partir de agora, suponha que W = V* e que V' possui um produto interno g : VxV —
R. Mostre que V ® V* é naturalmente isomorfo ao espago L(V) das transformagoes

lineares de V em V.

(¢) De modo anélogo ao item b), argumente que o espago V* ® V* pode ser identificado
naturalmente com o espago das aplicagoes bilineares de V em R. O que pode ser dito

sobre V® V?

8. (Eztra) Tensores em espagos vetoriais (exercicio escrito pelo Matheus)

Seja V um espago vetorial real de dimensao n e V* o seu dual. Um tensor do tipo (r,s) em

V' é um elemento do espago vetorial

T;(V)=VR..oVeV'e...0V*.

~\~
T

S

(a) Convenga-se de que T7 (V') é naturalmente isomorfo ao espago das aplicagdes multilineares

de r copias de V* e s copias de V em R.
(b) Generalize o item e) da questao 1 para tensores do tipo (r, s).

(c¢) Utilizando a linguagem desta questao, exiba as operagoes entre tensores dadas em aula.
Em particular, mostre como a contracao pode ser definida em termos de aplicagoes
entre espagos vetoriais. Por exemplo, se T' = Tij,C e Qe ® 67, descreva o tensor cujas
componentes sao Tijj em termos de uma aplicacdo de V@ V ® V* em V. Generalize

para tensores de tipo qualquer.

9. Densidades tensoriais e o tensor de Levi-Civita (exercicio 10 ligeiramente modificado

da lista 2, do curso do Mauricio Richartz)

Vamos agora construir um tensor a partir do simbolo de Levi-Civita.


http://professor.ufabc.edu.br/~mauricio.richartz/relatividade_2017.html

!/

(a) Seja M" ., uma matrix n x n (p indica a linha e (4’ indica a coluna). Mostre que

det(M) = €y, p, M", - - M"",. Faga a conta explicita para o caso n =2 e n = 3.
(b) Mostre que €,/ _,» det(M) = 6“1“.“”M”1#,1 e M“”%.

(c) Mostre que o simbolo de Levi-Civita se transforma pela seguinte regra:

Ozt Oxhr
€, =det(J) € —

onde J = (%‘;‘;) ¢ a matriz Jaconiana. Assim, a menos do fator det(J), o simbolo

de Levi-Civita se transforma como um tensor. Como o fator det(J) aparece elevado a

poténcia 1, dizemos que o simbolo de Levi-Civita é uma densidade tensorial de peso 1.

(d) A métrica g ¢ um tensor do tipo (0,2) e assim se transforma como g,/ = gj;, gj:, G-
Mostre que seu determinante g = det (g,,) como ¢’ = det(J) ?g. Assim, a menos do
fator det(J), o determinante da métrica se transforma como um escalar. Como o fator
det(J) aparece elevado a poténcia —2 dizemos que o determinante da métrica é uma

densidade escalar de peso —2.

(e) Mostre que, dada uma densidade tensorial de peso w, podemos transformé-la em um
tensor simplesmente multiplicando-a por ¢*/2, se ¢ > 0. Em particular, podemos definir

o tensor de Levi-Civita €, ,, a partir do simbolo de Levi-Civita fazendo

€protin = V9 €prpin-
(f) Como devemos proceder no caso em que g < 07

10. (Ezxtra) Formas diferenciais e integragao em variedades (exercicio 11 da lista 2, do curso

do Mauricio Richartz)

a) Em um espaco plano, sabemos que a area de um paralelogramo gerado pelos vetores A
e B ¢ dada por ]/_f x B | e que o volume de um paralelepipedo determinado pelos vetores
A, B e C ¢ dado por |(A x B) - C|. Mostre que podemos escrever |A x B| = € AF BY |
e |[(Ax B)-C| = leupAFBYCP], onde € é o tensor de Levi-Civita definido no exercicio

anterior.

b) Seguindo a logica acima, no espago de Minkowski podemos definir o volume do pa-
ralelepipedo gerado pelos quadrivetores A*, BY, C? e D? como sendo a quantidade
l€uvpe A BYCPD?|. Dizemos que esses quadrivetores tem orientacao positiva quando vale
€upe AP BYCPD? > 0. O volume de uma regiao arbitraria ¢ obtido somando-se volumes

de paralelepipedos infinitesimais gerados pelos vetores Axz%éy, Azxlé;, Ax2éy, e Ax3és,
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onde {ég, €1, 2, €3} ¢ a base coordenada associada ao sistema de coordenadas (t,z,y, ).

O volume de cada paralelepipedo infinitesimal é portanto

1
AV = eg1o3Az’ Art Ar? Axd = prmmx"mmxp(—1)n,

onde II ¢ o sinal da permutagao (i.e. II = 0 se prop é uma permutagao par de 0123, e
IT = 1 se prvop é uma permutagao impar de 0123). Demonstre a segunda igualdade na

relacao acima.

Comentario: Mudando a notagao é possivel obter o elemento de volume em uma forma
mais convencional. Para isso, escrevemos d*V = ep123 dz®dz'dz?dz® ao invés de A*V =
0123 Az Az Az? Az3. Temos, portanto, que o volume de uma regido arbitraria € é dado

por

Q| = / co123 dx’da' daPda® = / dv
Q Q
Como €., A*BYCPD? & um invariante (i.e. um escalar) para quaisquer quadriveto-

res A*, BY, CP, D?, concluimos que a formula acima vale para qualquer referencial.
No caso do espago tempo plano, com a métrica g, = diag(—1,1,1,1), temos €u,5p =
€uvop €, portanto, o elemento de volume ¢é simplesmente d*V = epro3 d2ldaldz?da® =
€o123 dr’dxtdr?dx® = da'dx'dz?dr3. No caso de uma métrica diferente (por exemplo,
coordenadas esféricas), temos d*V = egra3 dz¥datdzde® = \/m o123 dx¥dzl dzdz® =
\/@ dxdz'dx?dz3, onde utilizamos resultados do exercicio anterior. De forma mais ge-
ral, em uma variedade M de dimensao n, definimos a integral de uma funcao f : M — R

como sendo
/ fd'vV = / feor.no1dxldzt .. dz"t = / f/gldaldat .. da"t
Q Q 9

O tensor de Levi Civita €p1..,—1 é exemplo de uma estrutura matemaética chamada forma
diferencial (ou simplesmente forma). As formas constituem a maneira rigorosa de se
definir a integral em uma variedade, formalizando a ideia construida acima. Uma p-forma
diferencial é simplesmente um tensor do tipo (0,p) que é totalmente antisimétrico. Em
particular, qualquer escalar ¢ uma 0-forma, qualquer covetor (tensor do tipo (0,1)) é uma
1-forma, e qualquer tensor F' do tipo (0,2) cujas componentes satisfazem F,, = —F,,
é uma 2-forma. O espago de todas as p-formas em uma variedade M ¢é denotado por
AP(M). E um simples exercicio de combinatéria mostrar que, em um ponto qualquer

de uma variedade de dimensao n, existem () = - p-formas que sdo linearmente

n!
pl(n—p)
independentes. Consequentemente, num espaco 4-dimensional existem apenas uma 0-

forma (i.e. escalares), quatro 1-formas (i.e. covetores), seis 2-formas, quatro 3-formas,



e uma 4-forma que sdo linearmente independentes. Mostre, explicitamente, que nao

existem p-formas com p > n num espago de dimensao n.

Umas das razoes pelas quais as formas sao tdo importantes é que elas podem ser dife-
renciadas e integradas sem que sejam introduzidas estruturas geométricas adicionais em
uma variedade. Para entender isso, primeiro definimos o produto externo, que é uma
operagao entre uma p-forma e uma ¢-forma, produzindo uma (p + ¢)-forma. Mais preci-
samente, se A é uma p-forma e B é uma g-forma, entdo o produto externo entre A e B,

denotado por A A B, é definido como sendo a (p + ¢)-forma cujas componentes sao

(p+q)!

(A/\B)N = p!q!

1oHptq

B

(w1 ppPrpt1 By, ]

Ja a derivada exterior, denotada pelo simbolo d, é uma operagao que transforma uma
p-forma em uma (p + 1)-forma. Mais precisamente, se A é uma p-forma, definimos dA

como sendo a (p + 1)-forma cujas componentes sao

(dA)py.cppir = P +1) 8[H1Aﬂ2--~ﬂp+l]

O exemplo mais simples de derivada exterior é o gradiente, que é a derivada exterior de
uma 0O-forma. Mostre que a derivada exterior satisfaz uma versao modificada da regra

de Leibnitz: se w é uma p-forma e 1 é uma g-forma, entao vale
dwAn) = (dw) An+ (=1)Pw A (dn).

A derivada exterior tem grande importancia pois, mesmo em espacos curvos, ela é um
tensor (ao contrario da derivada parcial). Seja W uma 1-forma cujas componentes em
uma base coordenada sao W,. Mostre que as derivadas parciais de W, i.e. o objeto cujas
componentes sao 0, W,,, nao se transforma como um tensor, mas que a derivada exterior

de W, i.e. dW, se transforma sim como um tensor.

Seja w uma p-forma. Mostre que d?w = d(dw) = 0. Comentario: dizemos que uma
p-forma A é fechada se dA = 0 e dizemos que ela é exata se existe uma (p — 1)-forma B

tal que A = dB. Toda forma exata é fechada, mas nem toda forma fechada é exata.

Em uma variedade M de dimensao n, a maneira rigorosa de se entender a integral é atra-
vés de formas diferenciais. Mais precisamente, a integral sobre uma regiao n-dimensional
YCM, fzv é uma transformacao que leva um campo de n-formas em um ntmero real.
Por exemplo, em uma dimensao, temos apenas uma 1-forma que é linearmente indepen-
dente. Se x denota a coordenada, entdo podemos escrever qualquer 1-forma w como

sendo w = w(x)dz. A integral é, nesse caso, simplesmente [¢ w = [, w(z)dz. Perceba



que estamos acostumados a pensar em dx como uma distancia infinitesimal, mas aqui
dz representa uma 1-forma (mais precisamente, um campo de 1-formas). No caso geral
de A™(M) ja vimos que existe apenas uma n-forma que é linearmente independente, que
serve como base para A"(M), e portanto qualquer n-forma w é um multiplo dessa n-forma
base. Repare que podemos tomar como base qualquer n-forma em A™(M) que nao seja
nula. Se (z!,...,2") sdo as coordenadas utilizadas em M, entdo gostarfamos de tomar
a n-forma base como sendo daz® A --- A dz"!. O problema é que dz’ A --- A dz™ ! ndo
se transforma como um tensor, mas sim como uma densidade tensorial. Para entender
isso, vamos assumir n = 2 e considerar dois sistemas de coordenadas distintos: {z!, z?}
e {y',y%}. Partindo de dx' A dx?, use as transformacdes dos covetores dz! e dz? em
termos de dy' e dy? para encontrar a relacio entre da' A dz? e dy' A dy? e concluir que

dz' A dz? se transforma como uma densidade tensorial de peso 1.

Para generalizar o resultado do item anterior, mostre primeiro que

1
dz’ A ... da" = ﬁém,,,undw“l A Adat.

Usando esses fatos, juntamente com os resultados do exercicio anterior, mostre que dz® A

..dz™ ! é uma densidade tensorial de peso 1. Consequentemente, ndo podemos usar

dz® A ...dx"! como a n-forma base de A"(M). O que podemos usar é a quantidade
() tepy pndr? AL datn = \/|gldz® A .. da" L

Portanto, qualquer n-forma w em uma variedade M de dimensao n pode ser escrita
como w = w(m“)mdxo A ...dz" 1. Em um outro sistema de coordenadas, temos
simplesmente w = w(z* )y/]|g(z*)|dz" A ...dz"""". Como w(z*) pode ser uma funcio
qualquer, dada uma funcao f : M — R, definimos a integral de f sobre a regiao ¥ C M,

como sendo (compare com os resultados do exercicio anterior)

/ /gl da®dzt ... dx™L
b



