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Matrizes

10.

11.

12.

13.

Indique quais das seguintes afirmacdes sdo equivalentes a afirmacao “Se beber, ndo dirija.”:
(a) Se n3o dirigir, beba. (g) Beba somente se n3o dirigir.
(b) N3o beba nem dirija. (h) Dirija somente se ndo beber.
(c) N&o beba ou n3o dirija. (i) E suficiente n3o dirigir para beber.
(d) Beba e n3o dirija. (j) E suficiente beber para n3o dirigir.
(e) Se n3o beber, dirija. (k) E necessario n3o dirigir ao beber.
(f) Se dirigir, ndo beba. () E necessario beber para nio dirigir.
. Seja A € R™ ™ e considere N(A) = {z € R" | Az = 0} e Z(A) = {Az € R™ | x € R"},

denominados Nucleo e Imagem de A, respectivamente. Prove que:
(a) N(A) é um subespaco de R™. (b) Z(A) é um subespaco de R™.
(c) N'(A) é ortogonal a Z(AT). (d) R" = N(A) & Z(AT).

Prove que toda matriz quadrada pode ser escrita como a soma de uma matriz simétrica com uma

matriz anti-simétrica.

. Sejam A e B matrizes quadradas. Sob que condi¢cdes (A + B)(A — B) = A? — B?? Prove que

trago(AB — BA) = 0.

. Sejam u,v € R™ n3o nulos e A = uv”. Prove que posto(A) = 1.

Prove que toda matriz de posto p > 1 é a soma de p matrizes de posto 1.

. Seja A € R™" e posto(A) = n. Prove que AT A é ndo singular.

. Sejam A e B matrizes invertiveis. Determine a matriz X tal que:

(a) AX = B. (b) AXB =1. (c) ABX = BT. (d) ABA™1X = AT,

. Sejam A e B matrizes n3o singulares. Prove que:

@A) =AY =AT.  (b)(AB)'=B'A"".  (¢)B'—A'=B(A-B)A

Seja A uma matriz triangular inferior (superior) invertivel. Prove que A~! é uma matriz triangular

inferior (superior).
Seja A € R™"™. Prove que I + A é ndo singular se:
(a) 27 Ax > 0 para todo = € R". (b) A é anti-simétrica, isto é, AT = —A.
: . - : B u)
Sejam B € R™ " ndo singular, u,v € R" e a € R. Sob que condi¢cdes a matriz A = | é
vtoa
ndo singular? Assumindo a condic3o estabelecida, determine A~

Sejam A € R™*" b &€ R™ e ¢ € R” tais que Ac = b. Prove que Ax = b se e somente se existe
ueN(A) tal que z = u +c.



Fatoracoes

. Seja A uma matriz triangular inferior (superior) invertivel. Prove que A=" é uma matriz triangular
1. Seja A triz triangular inf p tivel. P que At triz triangul

inferior (superior).

2. Invente um sistema linear com 6 equacdes e 4 varidveis em cada um dos seguintes casos, justificando

a sua escolha: sem solucdo; com solucdo tnica; com infinitas solucdes.

1 4 5 6 6
3. Selam A= |4 18 26|, b=| 0 | ec=
3 10 30 —6 12

(a) Determine a decomposigdo PA = LU.
(b) Resolva os sistemas lineares Ax =b e Ay = c.
(c) Determine A~1.

1 -3 2 -1 —4
4. Sejlam A= 11 -4 3|,b=| 0 | ec= | —5]. Usando a fatoracdo LU de A, mostre que
1 -5 4 0 —6

Ax = b ndo tem solucdo e que Az = c tem infinitas solugdes.

5. Determine a fatoracdo LU, com e sem pivoteamento parcial, das matrizes abaixo, usando duas casas

decimais de precisao:

2 4 0.001 1 0 4
(2) (2 1)' (b)< 1 0.01)' (c) (2 1)'

6. Seja u € R" e considere a matriz A = I +uu’. Prove que A é simétrica definida positiva.

b
7. Seja Z € R?*2 definida positiva.
c

(a) Prove que ac > b%.
(b) Use o item (a) para provar que se A € R™ ™ é simétrica e definida positiva, entdo |a;;| < /a:;a;;,
paratodoi,j =1,...,n.

8. Encontre a fatoracao de Choleski das matrizes:

1 2 3 4 6 2
@) [2 8 12]. () {6 10 3
3 12 27 2 3 5



Normas

_ 1 2 3 .
1. Sejam u = [3,4,5]7 e A= (_1 . 1). Determine [[uly, lulls, fullo. AN, 4] € Al
2. Seja x € R™. Prove que:
@) llzllz < [lzlly < v/ llz]l2.
(b) [l7loc < llzll2 < v/7[|]lo-
(©) [lzlloe < ll2lls < nlf]]oe
(d) ll=l13 < llefls-flz]loe-
3. Sejam || - || uma norma em R™ e A € R™*". Prove que se posto(A) = n entdo ||z||4 = ||Ax]| é

uma norma em R™. Analise o caso particular m = 1.

flh =

4. Seja v € R". Prove que |jv 19| 0> ||UT||2 = ||v||2 e ||’UT||OO = ||v]1.

5. Sejam A € R"*" e || - || uma norma de matriz induzida tais que ||A|| < 1. Prove que I + A é

invertivel.

6. Sejam A, B € R™ " invertiveis. Prove que:

(a) k(1) =

(b) k(A) >

(c) K(A) = ( b

(d) k(rA) = k(A), r € R — {0}
(e) K(AB) < k(A) k(B).

() Fioo(A) = K1 (AT).

(g)

(4) = max |l Aa| / min || Ar].

33;32



Ortogonalidade

1. Prove que uma matriz triangular ortogonal é diagonal.

2. Sejam A € R™*", Q,, € R™™ e 9, € R"*™ ortogonais, e x € R". Prove que:

(@) [|@nll2 = [ll2.

(b) [Qnll2 = 1.

(c) r2(Qn) =1

(d) [QmAll2 = [[AQnll2 = [|A]l2-
(e) [QmAllr = [[AQu[lF = [|A]lF.

3. Sejam A, B € R™" e AT = A. Prove que:
(a) Se 27 Az = 27z para todo x € R", entdo A = I.

(b) Se || Bz||s = ||x||2 para todo x € R™, entdo B é ortogonal.
4. Analise a fatoracdo QR de uma matriz ortogonal.

5. Usando os métodos de Householder e de Givens, determine a fatoracio QR da matriz

1 19 34
A=1-2 -5 20
2 8 37

6. Para cada uma das matrizes abaixo determine uma fatoracdo QR reduzida usando os métodos de
Householder e de Givens:

10 1 2
@) A=]0 1 by A= |0 1
1 0 10



Quadrados Minimos Lineares

1. Seja b= (1,2,3,4)T. Para cada uma das seguintes matrizes A encontre as solucdes de quadrados
minimos de Ax = b, interpretando geometricamente. Em caso de mais de uma solucao, determine

a de norma 2 minima.

1 11 110 110 1

1 10 101 1011
b d

(@)1, OF P ©f 1 D110

1 10 101 1011

2. Sejam dados d;; € R, 1 <1i < j < n, e considere o problema de encontrar a € R" tal que a; =0 e
a; — aj ~ d;;. Formule esse problema como um problema de quadrados minimos e encontre a sua

solucao.

3. Sejam A € R™*™ com posto n, I € R™*™ a matriz identidade, b € R™ e considere o sistema linear

A T r\ (0
0 AT ) \r 0/
Prove que esse sistema tem solucdo Unica T e 7 e interprete esse resultado.

4. Use a fatoracdo QR para encontrar a solucao de quadrados minimos do sistema linear Az = onde

A é a matriz do exercicio 6(b) da lista anterior e b = (1,2, 3)”.

5. Seja A € R™"™ com posto n e defina AT = (ATA)"'AT, denominada pseudo-inversa de A.
Interprete AT geometricamente e prove que:
(a) (AAT)T = AAT.
(b) (At A)T = A*A.
(c) AATA=A.
(d) ATAAT = AT,
B u

6. Sejam B € R"™", u,c € R", v,d € R", A = 0 eb= (;) Prove que se A tem posto
v

completo, entdo min || Az — b||z = ||d||send, onde 6 é o dngulo agudo entre v e d.
reRnt1



Métodos lterativos

1. Considere o sistema linear Ax = b onde

Exiba o esquema de iteracdes para os métodos de Gauss-Jacobi, Gauss-Seidel e Kaczmarz e analise

a convergéncia em cada caso.

: : I a : . .
2. Seja a € R e considere A = . Determine os valores de a para os quais os métodos de
—a

Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel convergem a partir de qualquer aproximacao inicial.

I S

or . Sob que condi¢coes

3. Sejam S € R™", I € R"™™"™ a matriz identidade e considere A = <

sobre S os métodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel convergem a partir de qualquer aproximagao

inicial?



Autovalores e Autovetores

10.

. Seja A € R™™™ simétrica e defina r(z) =

Para cada uma das matrizes abaixo encontre todos os autovalores e autovetores associados:

1 01 1 00 011 011
@) [0 1 1 ) {o o 1] d o o of. d o o 1
1 10 010 000 0 00
1 0 20
. .10 12 0 4 . .
Explique porque a matriz ) ) tem pelo menos dois autovalores reais.
0 5 00
. Sejam A uma matriz, A um autovalor de A, c € C e k € N. Prove que:
(a) A é um autovalor de AT. (b) ¢\ é um autovalor de cA.
(c) A" é um autovalor de A". (d) A+ ¢ é um autovalor de A + ¢I.

(e) Se A é ndo singular entdo 1/ é um autovalor de A~

Sejam A uma matriz quadrada e o € C. Prove que v é um autovetor de A se e somente se v € um

autovetor de A — al.

. Seja A € R™" com elementos a; = n e a;; = 1 para i # j. Prove que A ndo tem autovalores

nulos e, portanto, é ndo singular.
) . A B
Sejam A € R™™ B € R™*", (' € R " edefinal = o o) Prove que A(T) = A(A)UA(C).

' Ax

—— para todo 0 # x € R" . Prove que max r(z) =
T~ x TER™

max A(A) e m%gn r(z) = min A(A).
TER™

Prove ou dé um contra-exemplo para a seguinte afirmac3o: A tem todos os seus autovalores iguais
se e somente se A é uma matriz escalar, isto é, A = al para algum a € C.

Seja A € R™*" diagonalizavel. Prove que p(A) < 1 se e somente se lim A* = 0.

k—o0

11
Seja A = ez’ = (1,0)7T.
j L1 (1,0)

(a) Determine os autovalores/autovetores de A.
(b) Aplique o Método das Poténcias.

()
(d) Aplique o Método de Rayleigh.
(¢)

Analise os resultados obtidos.

Aplique o Método das Poténcias Inverso.

(S



SVD

1. Seja C € C™™ uma matriz hermitiana, isto ¢, Cf = C. Prove que:
(a) Se C = A+ iB com A, B € R"" entdo A é simétrica e B é antissimétrica.
(b) C +4I é invertivel.
(c) (C+4I)™YC Fil) é unitéria.

2. Seja A € R**2 normal.
(a) Prove que aj; = agg € a2 = —a9].
(b) Encontre os autovalores de A.

(c) Sob que condigBes A é ortogonal?

3. Seja A € R™*™ com posto(A) = p e SVD dada por A = UXV7T, onde U = [uy, ..., u,] € R™*™,
V=lv,...,0,] € R™" e ¥ = diag(oy,...,0,) € R™" com ¢ = min{m, n}. Prove que:
) Av; = oyu;, i =1,...,q.
b) ATu; = v, i =1,...,q.
AT Av; = d?v;, i =1,...,q.
AATu; = o?u;, i =1,...,q.

e) p € igual ao nimero de valores singulares positivos.

) p
)

g) HAH2 = 01 \/maXA ATA) = /max A(AAT).

j) u1,...,u, é uma base ortonormal de R(A).

(k) vp1, - ., v, é uma base ortonormal de N'(A).

Se posto(A) = n entdo AT = (ATA)1AT.
Se posto(A) = m entdo AT = AT(AAT)7!

(
(
(c)
(d)
(€) AATA = A, AYAAT = AF, (AYA)T = At A e (AAM)T = AAY
(e)
(f)
(&) [AAT]; = [ATAll, = 1.

: : . 1 a : : L
5. Seja a € R e considere a matriz A = 0 1). Determine a matriz de posto um mais proxima de

A na norma 2 e na norma de Frobenius.



6. Determine a SVD das seguintes matrizes:

(a) (3 4). (b) <g g) (<) (2 ;) (d) ((1) é)
o 0 2 3 2

(e) <1 1). (f) 10 0]. g2 3
00 2 9

7. O que vocé pode dizer sobre a SVD de uma matriz simétrica? E de uma matriz ortogonal?

8. Determine os autovalores, o determinante e os valores singulares de uma matriz de Householder de

ordem n.

9. Sejam 0 # u € R™ e 0 # v € R™. Encontre a SVD e a pseudoinversa da matriz A = uv?.

10



Sistemas Nao Lineares

3+ —4
Ty — 23+ 1]

(a) Através de um gréfico identifique toda as solugdes de F'(z) = 0.

1. Seaja F' : R? — R? definida por F(z) =

(b) Aplique o Método de Newton para encontrar aproximacdes das solugdes.

(c) O que acontece se tomamos z° = (¢,0) com |e| < 17

2. No método de Newton Estaciondrio o Jacobiano do ponto inicial é usado em cada iteragdo, isto
é para k =0,1,... temos que "1 = 2% + s* onde F'(2°)s* = —F(2*). Use esse método para
estimar as solucoes do sistema do exercicio anterior e analise os resultados obtidos.
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