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1 Conceitos Geométricos Basicos

Problema 1. Dados quatro pontos distintos A, B, C e D, todos sobre uma mesma reta como indica a figura
abaixo, determine o niimero de segmentos distintos que podem ser formados com vértices em tais pontos.

Problema 2. Usando o compasso, determine na figura abaixo quais segmentos sdo congruentes.

B F K L
H
| c E
A \D
Problema 3. Determine o tinico item verdadeiro.

a) Se dois segmentos sdo consecutivos, entdo eles sio d) Se dois segmentos sdo colineares, entdo eles sdo
colineares. consecutivos.

b) Se dois segmentos sdo adjacentes, entdo eles séo e) Dois segmentos consecutivos e congruentes sempre
consecutivos. sdo colineares.

c) Se dois segmentos sdo congruentes, entdo eles sao
colineares.

Problema 4. Sabendo que o segmento AB mede 20cm, determine o comprimento do segmento AC nos

seguintes casos:
A C B

a) Quando CB = 8cm. b) Quando AC — CB = 1cm. c) Se AC=2xeCB=x—1.

Problema 5. Abaixo estdo representados cinco pontos distintos sobre uma mesma reta. Quantas semirretas

possuem origem em algum desses cinco pontos e ndo contém o vértice B?
A B C D E

Problema 6. Seja M o ponto médio de AB. Se AM = 2x —5 e MB = x 4 7, encontre o valor de x.

A M B

Problema 7. Os pontos A, B e P sdo distintos e estdo sobre uma mesma reta com A situado a esquerda de B.
Se PA > AB e PB < AB, o que podemos dizer sobre a ordem dos trés pontos na reta?

Problema 8. Existem quatro pontos consecutivos A, B, C e D sobre uma reta. Se AD = 2BCe AB+CD = 20,
determine o valor de AD.

Problema 9. Seja M o ponto médio de AB. Se AM =7x —1e MB = x + 11, encontre o valor de x.

A M B
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Problema 10. No desenho abaixo, M é o ponto médio de AB. Se AM = x, BC = x—1e AC = 4x -9,
determine o comprimento de AB

Problema 11. Os pontos A, B e C sdo colineares com AB = 30cm e BC = 10cm. Determine os possiveis
valores de AC.

Problema 12. Dados quatro pontos consecutivos A, B, C e D sobre uma mesma reta tais que AB - BD =
AC-CD. Se AB = 9cm, encontre o valor de CD.

Problema 13. No desenho abaixo, M é o ponto médio do segmento AB. Se DB — DA = 10cm, determine o
comprimento de DM.

Problema 14. No desenho abaixo, C é o ponto médio de AB e E é o ponto médio de CD. Sabendo que
AB+ ED — AC = 30cm, determine o comprimento de AE.

A C B E D

Problema 15. Em uma reta se encontram os quatro pontos consecutivos A, B, C e D com AB = AC —3,
AB + CD = 4 e que satisfazem a seguinte relagdo 3AB — BD — 2CD = 3. Determine o valor de AD.

Problema 16. Os pontos A, B, C e D estdo sobre uma mesma reta e sdo consecutivos. Sabendo que BC = CD
e que AC - BC = 40, determine o valor de AD? — AB2.

Problema 17. Sejam M e N os pontos médios, respectivamente, dos segmentos AB e BC, contidos numa
mesma reta de modo que AB = BC, com A # C. E sempre verdade que MN é congruente a AB? Justifique.

Problema 18. Jodo deseja construir um circuito para o seu trem de brinquedo usando trilhos no formato de
segmentos de reta de comprimento fixo. Na intersecdo de dois trilhos, ele precisa colocar uma peca para que
o trem mude sua direcio. E possivel Jodo construir um circuito fechado com exatamente 10 pecas de mudanga
e de forma que cada trilho possua exatamente 4 tais pegas?

Problema 19. a) Sdo dados 3 pontos escolhidos sobre a reta surpote de AB, todos fora do segmento de reta
AB. E possivel que a soma das distdncias desses pontos ao vértice A seja igual a soma das distancias desses
pontos ao vértice B?

b) Se fossem 1001 pontos ao invés de trés, seria possivel que a soma das distancias desses pontos ao vértice A
fosse igual a soma das distancias desses pontos ao vértice B?

Problema 20. Em um tabuleiro 5 x 5, Jodo deve desenhar segmentos de reta ligando vértices opostos dos
quadrados 1 x 1 de modo que quaisquer dois segmentos desenhados ndo possuam pontos em comum
(incluindo seus vértices). Qual o nimero maximo de tais segmentos que podem ser desenhados por Jodo?

Problema 21. a) Em quantas partes distintas trés retas dividem um plano se ndo existem duas delas paralelas
e também nao existem trés coincidentes?

b) Em quantas partes distintas cinco retas dividem um plano se ndo existem duas delas paralelas e também
ndo existem trés coincidentes?
Vocé conseguiria estipular uma férmula geral para o mesmo problema envolvendo 7 retas?




POTI 2015 — Geo Plana — Nivel 2 — Aula 0 — Professores Cleber Assis, Samuel Barbosa e Tiago Miranda

2 Angulos

Problema 22. No desenho abaixo, OC é bissetriz do angulo ZAOB. Se ZAOC = 2x —5° e ZCOB = x 4 3°,
quanto vale x?

Problema 23. No desenho abaixo, A, O e B sdo colinares e OD é bissetriz do angulo ZBOC. Além disso,
ZBOD = x+10°, ZDOC =y +5°, ZCOA = 3y. Determine os valores de x e y.

Problema 24. No desenho abaixo, OE e OD sdo bissetrizes dos angulos ZBOC e ZCOA, respectivamente.
Se o angulo ZAOB mede 70°, determine a medida do dngulo ZDOE

Problema 25. Classifique como verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Dois angulos consecutivos sdo adjacentes. d) Dois dngulos adjacentes sdo sempre consecutivos.

b) Dois angulos opostos pelo vértice sdo adjacentes. e) Dois angulos opostos pelo vértice nao sio consecuti-

¢) Dois dngulos suplementares sdao adjacentes. VOS.
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Problema 26. Na figura abaixo, temos ZBOC = 3x +5° e ZAOC = 2x — 5°. Sabendo que A, O e B sdo
colineares, determine o valor do dngulo x.

Problema 27. Na figura abaixo, ZAOC = 2/BOC. Se ZAOB = 60°, determine o valor do angulo formado
entre a bissetriz OD de ZBOC e a semirreta OA.

Problema 28. A soma de dois angulos é 140°. Um deles é o quadruplo do outro subtraido de 40°. Determine

os dois angulos.
Problema 29. Duas retas se encontram em O como indica a figura abaixo. Se ZAOD = 2x +10° e ZCOB =

50°, determine o valor de x.

Problema 30. No desenho abaixo, ZAOD = 55°. Determine o valor do angulo ZEOF.

A

Problema 31. Um angulo reto foi dividido em trés dngulos adjacentes cujas medidas sdo proporcionais aos
nameros 2, 3 e 4. Determine os valores desses angulos.
Problema 32. Os angulos x e y sdo complementares e x — y = 10°. Qual o valor de x?

4
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Problema 33. Na figura abaixo, ZAOD = 3x +10° e ZCOB = 2x + 20°. Determine o angulo ZAOC,

Problema 34. Determine a medida do dngulo formado pelas bissetrizes de dois angulos adjacentes que
somam 150°.
Problema 35. No desenho abaixo, ZAOB = ZCOD = ZEOF = x. Determine o valor de x.

Problema 36. Duas retas sdo concorrentes em um ponto O. Quantos dngulos distintos ficam determinados
por elas no plano que as contém?

Problema 37. No desenho abaixo, os segmentos AB e CD determinam quatro dngulos. Determine os valores
de x, y e z em cada um dos casos abaixo:

c a) ZCOB = 80°, ZDOB = x+y, ZCAO =y+ze
Q /DAO = x + z.

'.‘ b) Z/COB = x + 40°, /DOB = 3x +20° e ZAOC = z.

Problema 38. Simplifique as seguintes medidas como no modelo:

1°58'237" = 1°58'57" + 180"
= 1°61'57"
= 1°01'57" + 60’
2°01'57".
a) 35°150/.
b) 50°130'.

c) 75°20'137".
d) 58°58/260".
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Problema 39. Nos desenhos abaixo, as retas a e b sdo paralelas. Determine os valores de x e y.

a) b)

y b 95°

Problema 40. No desenho abaixo, os segmentos QR e ST sdo paralelos. Determine os valores dos angulos x,
yez.

Problema 41. No desenho abaixo, os segmentos AB e CD sdo paralelos. Determine a medida do dngulo x.

E

Problema 42. No desenho abaixo, CD e AB sdo segmentos paralelos. Se ZAEB = 105°, determine a medida
do angulo x.
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Problema 43. Na figura abaixo, JK, CD e AB sdo segmentos paralelos. Se x +y = 150°, determine o valor
do angulo z.

N F K
z
D
Y
A B
Problema 44. No desenho abaixo, AB e CD sao paralelos.
a) Determine o valor do angulo x. b) Determine o valor do angulo ZEFB.
A B D
D

* A
Problema 45. Efetue as operag¢des indicadas: -
a) 90° — 55°37'. b) 3 x (7°13/23"). c) (46°38'28") + 2. d) 87°27'12" +5°34'48".

Problema 46. Qual o dngulo formado entre as bissetrizes de dois angulos adjacentes e suplementares?
Problema 47. A diferenca entre dois angulos adjacentes mas ndo consecutivos é 100°. Determine o angulo
formado por suas bissetrizes.

Problema 48. No desenho abaixo, DA é bissetriz do &ngulo ZCAB. Determine o valor do angulo ZDAE
sabendo que ZCAB 4 ZEAB = 120° e ZCAB — ZEAB = 80°.
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Problema 49. Os angulos x e y sdo tais que sua diferenca é 20°. Encontre x sabendo que seu complementar
somado com o suplementar de 2x é o dobro do complemento de y.

Problema 50. Encontre algum angulo x tal que o seu quadrado excede em 50° o quintuplo do seu comple-
mento.

1
Problema 51. A soma dos complementos de x e y é igual 10 da soma de seus suplementares. Se um deles é
o quadruplo do outro, determine o menor deles.

Problema 52. A que horas pela primeira vez apds o meio-dia, os ponteiros de um relégio formam 110°?

a) 12h18’ b)12h20’ c)13h22’ d)13h23’ e) 15h
Problema 53. Dois dngulos suplementares medem 3x — 40° e 2x + 60°. Qual o valor do maior desses
angulos?

a) 56° b) 108° c) 124° d) 132° e) 137°
Problema 54. Efetuando 55°15'37" — 20°42'30"”, temos:

a) 34°28'7" b )34°33'7" c) 33°28'7" d) 33°33'7" e) 35°28'7"
Problema 55. Nas figuras abaixo temos que AB é paralelo a CD.

a) Determine a medida do angulo x. b) Sendo GH || EF, determine a medida do angulo B.

G Va4
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Problema 57. Sabendo que CD é paralelo a AB, determine o angulo x.

T+«

Problema 58. Trés quadrados sdo colados pelos seus vértices entre si e a dois bastdes verticais, como mostra
a figura. Determine a medida do angulo x.

Problema 59. No desenho abaixo, mostre que a soma dos angulos angulos brancos é igual a soma dos
angulos cinzas. Tal resultado vale para qualquer quantidade de “bicos” no desenho e o chamamos popular-
mente como Teorema dos Bicos.

oD
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3 Condicao de Alinhamentos de Trés Pontos e a Desigualdade Triangular

Problema 60. Em cada um dos itens abaixo, determine o ntimero de pontos de intersecdo dos circulos de
raios r4 e rg centrados nos pontos AeB, respectivamente.

a) AB=>5cm, rp =3cmerg =2cm. ¢) AB=5cm,ry =3cm e rg = 4cm.

b) AB =b5cm, rp = 2cm e rg = 2cm.

Problema 61. A desigualdade triangular afirma que qualquer lado de um tridngulo é sempre menor que a
soma dos outros dois. E possivel demonstrar a partir desta propriedade que se o maior dentre trés segmentos
€ menor que a soma dos outros dois entdo existe um tridngulo formado por tais segmentos. Nos itens abaixo,
decida se existe um tridngulo com as medidas dadas. Justifique sua resposta.

a) 4cm, bem e 6cm. c) 4cm, 4cm e 8cm. e) 6cm, 6cm e 6¢cm.

b) 7cm, 3cm e 3cm. d) 3cm, 3cm e 4cm.

Comentaério: Decorre da desigualdade triangular que um lado de um tridngulo sempre deve ser maior que
o valor absoluto da diferenca dos outros dois lados. Para ver isso, considere as seguintes desigualdades
envolvendo os lados de comprimentos 4, b e ¢ de um tridngulo qualquer:

a+b> c= a>c—0b
a+c> b= a>b-—c

Como a deve ser maior que qualquer uma das diferengas possiveis dos outros dois lados, temos a > |b — c|.
Problema 62. Dois lados de um tridngulo medem 3cm e 4cm. Quais as possiveis medidas do terceiro lado?

Problema 63. O maior lado de um tridangulo mede 5cm e o menor 2cm. Quais as possiveis medidas do
terceiro lado?

Problema 64. Um tridngulo is6sceles possui base de comprimento 4cm. Quais as possiveis medidas dos
lados iguais?

Problema 65. Usando uma régua milimetrada e compasso, construa um tridangulo de lados 4, 6 e 7 .

Problema 66. Nos itens abaixo, decida se existe um tridngulo com as medidas dadas. Justifique sua resposta.
a) 10cm, 15c¢m e 25cm.
b) 31cm, 33cm e 30cm.
c) 40cm, 40cm e 45cm.

Problema 67. Um triangulo possui dois lados de medidas 10cm e 17cm. Determine os possiveis valores do
terceiro lado sabendo que ele é o quadrado de um inteiro.

Problema 68. Dois lados de um tridngulo medem 7cm e 13cm. Determine os possiveis valores do outro lado
sabendo que ele é divisivel por 5.

Problema 69. O lado AC do tridngulo ABC tem comprimento 3, 8cm e o lado AB tem comprimento 0, 6¢m.
Se o comprimento do lado BC é um inteiro, qual é o seu comprimento?

Problema 70. Prove que se é possivel construirmos um tridngulo com lados 4, b e ¢, também ¢é possivel
1 1

a+b atc o btc

construirmos um tridngulo com lados de comprimentos

10
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Problema 71. Seja P um ponto interno ao tridngulo AABC, verifique que AB + AC > BP + PC.

Problema 72. Mostre que o perimetro do tridngulo ADEF da figura abaixo é menor que o perimetro do
triangulo AABC.

Problema 73. Na figura ao lado, verifique que: B

2) AB+BC—;CD+DA<BD+AC. c

b) BD + AC < AB+ BC + CD + DA.

Problema 74. (Desafio) No quadrado ABCD, sejam P e Q pontos pertencentes aos lados BC e CD respecti-
vamente, distintos dos extremos, tais que BP = CQ. Consideram-se pontos X e Y, X # Y, pertencentes aos
segmentos AP e AQ respectivamente. Demonstre que, quaisquer que sejam X e Y, existe um tridngulo cujos
lados tém os comprimentos dos segmentos BX, XY e DY.

A B

D Q C

Problema 75. Prove que a distancia entre quaisquer dois pontos dentro de um tridngulo ndo é maior que
que metade do perimetro do triangulo.

11
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4 Segmentos Comensuraveis e Incomensuraveis.

Problema 76. Determine a razdo entre os segmentos AB e CD, sendo
a) AB=4eCD =2.

b) AB=7eCD = 3.

¢c) AB=1/2eCD =1/3.

d) AB=3v2eCD = /2.

e) AB=+5eCD =2.

fy AB=2eCD = /2.

g) ABCD um paralelogramo.

Problema 77. No exercicio anterior, determine em quais itens os segmentos AB e CD sdo comensuravies.
Problema 78. A razdo entre as medidas dos segmentos AB e CD é 7/4. Se AB = 28cm, determine CD.

Problema 79. Sejam AB e CD dois segmentos, onde a razdo entre suas medidas é 1/2. Se AB = 8cm é o
segmento de maior medida, determine CD.

Problema 80. A razdo entre as medidas da diagonal e do lado de um quadrado, qualquer que seja o
quadrado, é v/2, ou seja, sdo segmentos incomensuréveis. Detemine o lado de um quadrado cuja diagonal
mede 8cm.

Problema 81. Sabe-se que razdo entre a medida da altura e a medida do lado de um triangulo equilétero

qualquer é \f Determine o comprimento do lado de um tridngulo equilédtero de altura medindo 6cm.

Problema 82. A razdo entre o comprimento de uma circunferéncia e a medida do seu didametro é um
numero irracional, representado pela letra grega 7t. Determine a medida do raio de uma circunferéncia, cujo
comprimento é 87rcm.

Problema 83. Se os trés lados de um tridngulo ABC sdo comensuraveis dois a dois, mostre que um segmento
EF, cuja medida ¢é igual a medida do perimetro do triangulo ABC, e qualquer um dos lados deste triangulo
sd0 comensuraveis.

Problema 84. Mostre que a diagonal de um quadrado e seu lado sdo segmentos incomensuraveis.

12
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5 Teorema de Tales

Problema 85. Determine x nas figuras abaixo, com r//s//t, sabendo que:

a) <)

/A ,k r DA /A r
/s N N

4
B s
6 8 6/\
C C‘ t /C C' t

Figura 3

Figura 1
b) d) x+3 4

2x+3 \4 x+5
B B' 3
r

X
5x - 1 7 \

Figura 2 .
Figura 4

Problema 86. Determine o valor de x na figura abaixo, sabendo que DE ¢é paralelo a base BC do AABC.

Figura 5

13
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Problema 87. Determine o valor de x na figura abaixo, sabendo que AD é bissetriz do AABC.

Figura 6

Problema 88. Determine o valor de x na figura abaixo, sabendo que AD é bissetriz externa do AABC.

Figura 7

Problema 89. No AABC abaixo, determine x, sabendo que seu perimetro mede 75cm e que AS é bissetriz.

A

B 10 S C

Figura 8

Problema 90. Na figura abaixo, determine as medidas de x e y, sabendo que AR é bissetriz do AABC e
BC =15.

Figura 9

14
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Problema 91. Sabendo que BC//DE na figura abaixo, determine a medida do perimetro do AABC.

Figura 10

Problema 92. Seja um tridangulo AABC, no qual AB = 10, AC = 12 e BC = 14. A bissetriz interna que
passa por B, intercepta AC em K. A bissetriz interna que passa por C, intercepta BK em J. Determine se os
segmentos BJ e JK sdo comensuréveis.

Problema 93. O AABC é retangulo em A. Se sua hipotenusa mede 15cm e um dos catetos é 3cm maior que
outro, sendo que uma das bissetrizes internas intercepta o maior cateto (AC) no ponto D, determine a medida
do segmento BD.

15
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6 Area de Figuras Planas: Resultados Basicos
Problema 94. Determine a drea dos retangulos abaixo:

a) b)

4
em 12cm

8cm 300

Problema 95. Determine a drea de um quadrado

a) cujo lado mede 8cm.

b) cujo lado mede 7, 1cm.

¢) cujo lado mede +/3cm.

d) cuja diagonal mede 6cm.

Problema 96. Determine a medida do lado de um quadrado cuja area é
a) 25cm?.

b) 12cm?.

Problema 97. Determine a drea de um losango

a) cujas diagonais medem 5cm e 8cm.

b) cujo lado mede 5¢m e a diagonal menor mede 6c¢m.

¢) cujo lado mede 8cm e um dos angulos internos mede 120°.

Problema 98. Determine a drea de um trapézio de bases medindo 5cm e 7cm e altura medindo 4cm.
Problema 99. Determine a drea de um quadrado cujo perimetro é 72cm.

Problema 100. Determine a drea de um trapézio isésceles cujos bases tém 6cm e 12cm de medida e os outros
lados, 5cm.

Problema 101. Calcule a 4rea dos paralelogramos abaixo
a) b)

6cm

4cm 6cm

8cm

16
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Problema 102. Calcule a 4rea dos tridngulos abaixo.

a) b)

13

6cm

45°
8

6ecm

8em

Problema 103. A altura de um retangulo é a metade de sua base. Se sua area é 450m?, determine suas
dimensoes.

Problema 104. Aumentando em 10% o comprimento de um retangulo e diminuindo em 10% sua largura,
determine sua nova drea, sabendo que a drea inicial era 100cm?.

Problema 105. Determine a drea hachurada nas figuras abaixo.

10cm Q)

10cm

8cm
Problema 106. A cerdmica constitui-se em um artefato bastante presente na histéria da humanidade. Uma
de suas vérias propriedades é a retracdo (contragdo), que consiste na evaporagdo da dgua existente em um
conjunto ou bloco ceramico quando submetido a uma determinada temperatura elevada. Essa elevagdo de
temperatura, que ocorre durante o processo de cozimento, causa uma reducdo de até 20% nas dimensdes
lineares de uma pega. (isponivel em: . arq.utsc.br, Acesso em: 3 mar 2012).
Suponha que uma pega, quando moldada em argila, possuia uma base retangular cujos lados mediam 30cm e
15cm. Apobs o cozimento, esses lados foram reduzidos em 20%. Em relacdo a drea original, a drea da base
dessa pega, apds o cozimento, ficou reduzida em
a) 4% b) 20% c) 36% d) 64% e) 96%.

Problema 107. Determine a drea hachurada nas figuras abaixo.

- 7

12cm

17
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Problema 108. Um forro retangular de tecido traz em sua etiqueta a informagao de que encolhera apds a
primeira lavagem mantendo, entretanto, seu formato. A figura a seguir mostra as medidas originais do forro e
o tamanho do encolhimento x no comprimento e y na largura. A expressao algébrica que representa a drea do
forro apo6s ser lavado é (5-x)(3-y).

5 T
Nestas condigdes, a drea perdida do forro, apds a primeira lavagem, serd expressa por
a) 2x b) 15 — 3x c) 15 —5x d) -5y — 3x e) 5y + 3x — xy.
Problema 109. Para decorar a fachada de um edificio, um arquiteto projetou a colocacdo de vitrais compostos
de quadrados de lado medindo 1m, conforme a figura a seguir.

D

Nesta figura, os pontos A, B, C e D sdo pontos médios dos lados do quadrado de area 1m e os segmentos AP
e QC medem 1/4. Para confeccionar um vitral, sdo usados dois tipos de materiais: um para a parte sombreada
da figura, que custa R$30,00 o m? e outro para a parte mais clara (regides ABPDA e BCDQB), que custa
R$50,00 o m?2. De acordo com esses dados, qual é o custo dos materiais usados na fabricagdo de um vitral?
a) R$22,50 b) R$35,00 c) R$40,00 d) R$42,50 e) R$45,00.
Problema 110. Considere um quadrado ABCD de lado 1. Externamente ao quadrado, sdo formados os
tridngulos equildteros ABE, BCF, CDG e DAH. Qual a drea do quadrilatero EFGH?

a) 2 b) 2v/3 )2++3 d)3 e) 6.

Problema 111. O quadrado ABCD da figura abaixo esta dividido em 16 quadradinhos iguais. O quadrado
sombreado tem os vértices sobre os pontos médios do quadrado EFGH.

.D G .C a) A area do quadrado EFGH corresponde a que
fragdo da 4rea do quadrado ABCD?
H 7<\ b) Se o quadrado ABCD tem 80cm? de drea, qual é o
/ N lado do quadrado sombreado?

A

18
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Problema 112. Um prefeito quer construir uma praga quadrada de 10m de lado, que terd canteiros triangu-
lares iguais de pedra e um canteiro quadrado de grama, como na figura. O prefeito ainda ndo decidiu qual
serd a drea do canteiro de grama, por isso o comprimento deste segmento AB estd indicado por x na figura.

A B a) Calcule a area do canteiro de grama para x = 2.

b) Escreva a expressdo da area do canteiro de grama
10—z em fungao de x.

c) Sabe-se que o canteiro de grama custa R$4,00 por
metro quadrado e os canteiros de pedra custam
R$3,00 por metro quadrado. Qual a menor quan-
tia que o prefeito deve ter para construir os cinco
canteiros?

Problema 113. O retangulo da figura foi repartido por meio de trés segmentos em vérias regides, algumas
retangulares e outras triangulares. A linha ndo paralela aos lados é uma diagonal e os ntimeros indicam as
4reas em m? das regides brancas em que se encontram. Qual é a do retangulo original?

a) 60cm?

b) 80cm?

c) 90cm?

d) 100cm?

e) Impossivel saber.

24

Problema 114.

a) Temos abaixo um trapézio e suas diagonais. Mos- b) Na figura a seguir, BCFE é um retangulo, o

tre que a drea do tridngulo ABC é igual a 4rea do trisngulo ABC tem area 5cm? e o triangulo DEF
tridngulo ADE. tem 4tea 4cm?. Calcule a drea do quadrilatero
AGDH.
B G E
B D
A
D
A
C E
c H F

19
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Problema 115. Jodo e Maria herdaram um terreno, representado pelo poligono ABCDEF. Havia uma cerca
reta separando o terreno em duas partes, mas como as areas eram diferentes, Jodo e Maria resolveram
deslocéd-la, mantendo-a reta, de forma que a extremidade em F fosse para o ponto P. Com isso, as duas dreas
tornaram-se iguais. Supondo que os dngulos em A, B, D, E e F sdo retos, dequantos metros foi o deslocamento
FpP?

A 100m B a) 5
5 b) 8
" <) 10
C 60m D d) 12
e) 20.
P //// 70m
F E

Problema 116. Seja ABCD um retangulo tal que AD = 6 e DC = 8. Construa um tridngulo equildtero CED
tal que E, A e B estdo no mesmo semi-plano determinado pela reta CD. Determine a area do tridngulo AEC.

Problema 117. Considere o tridngulo ABC inscrito em uma circunferéncia em que os menores arcos AB, BC
e AC sdo congruentes.

c Se a circunferéncia menor, inscrita ao tridngulo ABC,
tem raio igual a 1cm, entdo o niimero que representa
a area hachurada, em cm?, é igual ao ntimero que
representa

a) o comprimento do circulo menor, em cm.

b) a érea do circulo maior em cm?.

¢) o comprimento do circulo maior, em cm.

d) o dobro da 4rea do trisngulo ABC, em cm?.

Problema 118. Na figura abaixo, ABCDE é um pentagono regular de lado a e os arcos AB, BC, CD, DE e
EA sdo congruentes e arcos de circunferéncia cujo raio mede a.

A

Assim, determine a drea hachurada nessa figura, em fungdo de ”"a”.

20
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Problema 119. Na figura abaixo, ABCD é um quadrado de lado 12 e BE é um segmento de comprimento 9.
Determine o comprimento do segmento AF.

B C

Problema 120. Dado o quadrado ABCD de lado 2. Sejam O o centro do quadrado e E e F os pontos
médios dos lados AB e CD. Se os segmentos FH e GE sdo iguais e os arcos FE,EH, GO, OG, FG sao
semicircunferéncias, encontre a drea sombreada.

A D

£
NI

B C

Problema 121. Na figura a seguir, ABCD é um quadrado de lado 4, K pertence ao lado AD, L pertence ao
lado AB, M pertence ao lado BC e KLM é um tridngulo retdngulo isésceles, sendo L o dngulo reto. Entdo a
area do quadrilatero CDKM é igual a

A L B
| &
<
M
b
D C
a) 6 b) 8 0) 10 d) 12 e) 14
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7 Areas de Figuras Planas: Mais Alguns Resultados

Problema 122. No desenho abaixo, as retas r e s sdo paralelas. Se o segmento I] é o dobro do segmento EG,
determine a razdo entre as dreas dos tridngulos AFEG e AHIJ.

F H r

E G | o

Problema 123. A férmula de Heron afirma que a area de um tridngulo de lados 4, b e ¢ é dada por

Vr(p—a)(p—0b)(p—c), onde p = %b—f—c‘ Calcule a drea dos tridngulos abaixo.
a) <)
5 om . 12¢my 10cm
< cm
14em
8cm
d
b) )
6cm 5cm 10em 10ecm
7cm

8em

Problema 124. Calcule a drea de um tridngulo cujos lados medem 13cm, 14cm e 15cm.

Problema 125. No triangulo ABC, AC =5 e AB = 6. Seja P um ponto sobre a bissetriz interna do angulo
ZBAC. Se a drea de APB é 3/2, a 4rea de APC é:
a)5/4 b)9/5 ) V3/4 d) v5/4 e)4/5

22
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Problema 126. No desenho abaixo, a drea do tridngulo AABD é 30m? e a 4rea do triangulo AADC é 10m?2.
Determine a razdo entre os segmentos BD e DC.

A

Problema 127. No desenho abaixo, E e D sdo os pontos médios dos lados BC e AC do triangulo AABC.

A
D
B E C

a) Encontre a razdo entre as dreas dos tridngulos AABD e ABED.

b) Encontre a razado entre os segmentos AG e GE.

Observagao: O ponto G é chamado de Baricentro do Tridangulo ABC. Como consequéncia deste exercicio,
podemos concluir que o Baricentro divide cada mediana em dois segmentos na razdo 2 : 1.

Problema 128. No desenho abaixo, ABCD e AEFG sédo paralelogramos. Se a &rea de ABCD é 20cm?,
determine a area do paralelogramo EFGA.

B E C

WF
A D
\/
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Problema 129. Em cada um dos itens abaixo, a drea do tridngulo ABC vale 36m?2. Determine a area de cada
regido sombreada sabendo que os pontos marcados nos lados o dividem em partes iguais.

a) c)

b) d)

Problema 130. Nos desenhos abaixo, o paralelogramo ABCD possui drea 24cm? e os pontos marcados nos
lados o dividem em partes iguais. Determine a drea das regides sombreadas.

a C e
) o 9 B ©)
P
/W
P
A D A
A D R D

Q

b) d)

B C

D

Q S R

Problema 131. Seja ABCD um trapézio de bases AB = 10 e CD = 6. A altura mede 4. Sejam P o ponto
médio do lado AD e Q o ponto médio do lado PB. Encontre a drea do tridngulo PQC.

24
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Problema 132. A area de um quadrildtero inscritivel em um circulo e que possui lados a, b, c e d é

Vp—a)(p—b)(p—c)(p—d) onde p = W. No quadrildtero do desenho abaixo, determine a sua

area.

D

/ 25cm
A

Problema 133. No desenho abaixo, E é o ponto médio do lado BC. Se as dreas dos tridngulos AABD e
AACD séo 20 e 30, determine a area do tridngulo AAED.

Problema 134. Na figura abaixo, ADEF é um tridngulo retdngulo com /DEF = 90° e DF = 1. Se ZFDE =
e ZADE = a:

A E B a) Encontre as medidas dos segmentos AE, EB e DC;

b) Mostre que sen (« + ) = sena cos  + cos a sin 8

Problema 135. Seja AABC um tridngulo com lados de medidas a, b e c. Se h,; é o comprimento da altura

relativa ao vértice Ae p = %b—kc, verifique que:
2 —b)(p—c
2) ha = /p(p—a) - V(p a)(P )

25
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Problema 136. Os lados AC e BD do paralelogramo ABCD foram divididos em 4 segmentos iguais. Os
lados AB e CD foram divididos em 3 segmentos iguais. Os pontos de divisdo foram conectados como indica a
figura abaixo. Se a drea de ABCD ¢ 84, determine a drea sombreada.
A c a) 1

b) 3

c)4

d)7

e) 12

Problema 137. Um peso de papel tem a forma de um tridngulo de lados BC =6 cme AB=AC=5cme
estd parcialmente preenchido com agua. Quando o peso de papel se apoia sobre o lado BC, a d4gua tem uma
altura de 3 cm. Qual ¢ a altura da 4gua, em cm, quando o peso de papel se apoia sobre o lado AB?

Problema 138. Na figura ao lado, E é o ponto médio de AB, G é o ponto médio de AC e BD = DF = FC.
Se a drea do tridngulo ABC é 252, qual é a 4rea do pentdgono AEDFG?

a) 168
b) 189
¢) 200
d) 210
e) 220

Problema 139. No desenho abaixo, 0 AABC é equildtero e BD = CE = AF = % Determine a razao CE;%

C

26
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8 Triangulos

Problema 140. Classifique cada sentenga como verdadeira (V) ou falsa (F):
a) Todo tridangulo retangulo é isdsceles.

b) Os trés angulos de um tridngulo equilatero sdo congruentes.

¢) Um tridngulo é isésceles se possui os trés lados congruentes.

d) Nao existe tridngulo que seja simultaneamente retdngulo e equilatero.

e) Nao existe tridngulo que seja simultaneamente retangulo e isésceles.

Problema 141. No desenho abaixo, o tridngulo AABC é isésceles com base BC. Determine os valores de x e

Y.

A

y+40° 3y -+ 205

Problema 142. O teorema do adngulo externo afirma que a medida de um angulo externo de tridngulo é a
soma das medidas dos outros dois dngulos internos ndo adjacentes a ele. Podemos verificar tal afirmacao
lembrando que a soma dos dngulos de um tridngulo sempre é 180°. Assim, no desenho abaixo, o &ngulo
ZBCA mede 180° — a — B e 0 angulo externo correspondente é o seu suplementar, ou seja, vale a + .

A

B C

x 4 20°

110°

27
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Problema 143. Determine os valores de x e y nos itens abaixo:

A D A D B

Problema 144. Dizemos que um tridngulo é acutangulo quando todos os seus dngulos sdo menores que um
angulo reto. Dizemos que um triangulo é retangulo quando um de seus angulos for igual a um angulo reto.
Por fim, dizemos que um tridngulo é obtusangulo quando um dos seus dngulos for maior que um angulo reto.
Sabendo que a soma dos dngulos de um tridngulo é sempre 180°, determine em cada um dos itens abaixo se o
tridngulo é acutangulo, obtusdngulo ou retdngulo conhecendo apenas dois de seus angulos.

a) LABC =70° e ZBCA = 10°.
b) LABC =80° e ZBCA = 15°.
¢) LABC =30° e ZBCA = 60°.
d) LABC =60° e ZBCA = 60°.

Problema 145. Determine o valor de x no desenho abaixo.

Problema 146. Determine o valor de x no desenho abaixo.

A D
E
60°
20
z
B a C

28
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Problema 147. Na figura abaixo, o tridngulo AABC é equilatero. Determine os valores de x e y.

Problema 148. No desenho abaixo, existem dois pares de tridngulos congruentes. A partir do desenho,
determine que pares sdo esses e justifique em quais casos de congruéncias eles se enquadram.

«

Problema 149. No desenho abaixo, os tridngulos AAED e ACEB sdo congruentes com CE = ED e ZECB =
ZEDA. Determine os valores de x e y.

C 2z +5 B

13

Problema 150. Diga o nome de cada um dos seguintes pontos notdveis de um tridngulo:
a) Ponto de encontro das bissetrizes.

b) Ponto de encontro das retas suportes das alturas.

¢) Ponto de encontro das medianas.

d) Ponto de encontro das mediatrizes dos lados.

29
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Problema 151. No desenho abaixo, O tridngulo AABD é congruente ao tridngulo ABDC com AD = DC.
Se AC=x+y, DC = 4x, AB = 5x e BC = 3x + 2, determine os valores de x e y.

B

Problema 152. Determine no desenho abaixo os seguintes objetos geométricos: uma mediana, uma altura,
uma bissetriz e uma mediatriz.

Problema 153. No desenho abaixo, BD é uma altura relativa ao lado AC e BC = AC. Se ZACB = 40°,
determine o valor do angulo ZABD.

A D—l Ll C

Problema 154. No desenho abaixo, sabendo que ZBCA = 30°, encontre o valor de ZABD.

A

Problema 155. No desenho abaixo, BE é bissetriz de ZABC. Se ZACB = 30°, determine o angulo ZDBE.

A

30
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Problema 156. No desenho abaixo, o ponto D é o incentro do tridngulo AABC. Sabendo que ZADB = 110°,
ZADC =130° e ZBDC = 120°, determine os dngulos do tridngulo.

A

Problema 157. O tridngulo abaixo é isésceles de base AB. Determine o valor do angulo x.

Problema 158. No desenho abaixo, os tridngulos AABC e ABED sao equilateros de mesmo lado. Determine

o angulo ZAEB. c e

A B D

Problema 159. No desenho abaixo, os tridngulos AABD e ABDC sdo congruentes. Determine as medidas
dea e .

Problema 160. Na figura abaixo, ZODC = ZOBE e ZOEB = ZDCO. Se DC = EB, ZDOB = 60° e
OB = 5c¢m, determine o comprimento de BD.
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Problema 161. No desenho abaixo, GC e BE sdo as bissetrizes dos dngulos ZACB e ZABC, respectivamente.
Se /BAC = 60° e ZABC = 80°, determine:

a) o angulo ZACB; .
b) os angulos ZDCB e ZDBC;
¢) o angulo ZBDC.

B C

Problema 162. No desenho abaixo, BD é uma mediana do tridngulo AABC e AE uma mediana do tridngulo
ABAD. Além disso, AD = DE. Se DC = 8cm, determine a medida do segmento BE.

B

D C

A

Problema 163. Indique para cada par de tridngulos dos itens abaixo qual caso de congruéncia pode ser

aplicado.

T
a) b)
F
p
C |
G U
B A 'D
H \Y
¢) d)
. P R N w
K Z
R | O
.J H -L ¢
Q M X
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Problema 164. Na figura, temos AE = BE = CE = CD. Além disso, « e § sdo medidas de angulos.
Determine o valor da razao % c

\/

A
Problema 165. Na figura, os dois tridngulos sdo equilateros e os dangulos dados em graus. Determine o valor

de x. E H
755 ; f ; §i65'

Problema 166. No tridngulo ABC, os pontosCD e E pDertencem ao lado BC e sdo tais que BD = BA e
CE = CA. Dado que ZDAE = 40°, determine a medida do angulo ZBAC.

/\
B E D c

Problema 167. Em um triangulo ABC, ZBAC = 20° e ZABC = 110°. Se I é o incentro (centro da circun-
feréncia inscrita) e O o circuncentro (centro da circunferéncia circunscrita) do tridngulo AABC, determine a

medida do angulo ZIAO.
Problema 168. Na figura, AB = AC, AE = AD e o angulo ZBAD mede 30°. Determine a medida do angulo

X.
A
30
E
T
B D C
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Problema 169. No tridngulo ABC, AC =5 e AB = 6. Seja P um ponto sobre a bissetriz interna do angulo
/BAC. Se a 4drea do AAPB é %, determine a 4rea do AAPC.

Problema 170. Na figura, o tridngulo AABC é isdsceles de base BC e o angulo ZBAC mede 30°. O tridngulo
ABCD é isosceles de base BD. Determine a medida do dngulo ZDCA.

A
D
B C

Problema 171. Na figura abaixo, o d&ngulo ZADC mede 48° e os tridngulos AACD, ADBE e AEAF séo
isésceles de bases AD, DE e EF, respectivamente. Determine a medida do angulo ZDEF.

D
N

A B E
FV

Problema 172. Em um tridngulo AABC, com ZABC — ZBAC = 50°, a bissetriz do dngulo ZACB intersecta
o lado AB em D. Seja E o ponto do lado AC tal que ZCDE = 90°. Determine a medida do dngulo ZADE.

Problema 173. Os pontos M e N sdo escolhidos na hipotenusa AB do tridngulo retingulo AABC de modo
que BC = BM e AC = AN. Prove que o angulo ZMCN mede 45°.

Problema 174. Se a soma das medidas em graus dos angulos A, B, C, D, E e F da figura abaixo é 901, qual

o valor de n?
E B
AF
J/ \e
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Problema 175. A altura CH e a mediana BK sdo desenhadas em um tridangulo acutdngulo AABC. Sabemos
que BK = CH e que ZKBC = ZHCB. Prove que o tridngulo AABC é equilatero.

Problema 176. Demonstre que a soma dos dngulos internos de um tridngulo é 180°.

Problema 177. A mediana BM, a altura AH e a bissetriz CK de um tridngulo AABC sdo desenhadas.
Sabemos que AH intersecta BM em L, AH intersecta CK em N e BM intersecta CK em P. Os pontos L, N e P
sdo distintos. Prove que o tridngulo LNP ndo pode ser equilatero.

Problema 178. No tridngulo AABC com ZBAC = 30°, BB; e CC; sdo alturas. Sejam B; e C, os pontos
médios de AC e AB, respectivamente. Prove que os segmentos B1C, e BoC; sdo perpendiculares.

Problema 179. Os pontos D, E e F sdo os pontos médios dos lados BC, CA e AB, respectivamente. Se um
dentre os segmentos DE, EF e FD é maior que um dentre os segmentos AD, BE e CF, prove que o AABC é
obtusangulo.

Problema 180. Uma estrela de “n pontas” é formada como segue. Comegamos numerando os lados de
um poligono convexo de n lados com 1,2, ...,n de forma consecutiva. As pontas das estrelas sdo formadas
pelas interse¢des das retas que passam por lados que diferem por duas unidades. Nessa ordem, estamos
considerando que os lados n e n — 1 vao formar pontas com os lados 2 e 1, respectivamente. A figura abaixo
mostra um exemplo com n = 5. Determine o valor da soma dos angulos interiores das n pontas da estrela.

Problema 181. Pindéquio afirma que é possivel formar um retdngulo usando alguns tridngulos, sem sobreposicao,
todos com os mesmos angulos e nenhum dos quais possuindo um angulo reto. Isso é realmente possivel ou
Pinéquio estd mentindo?

Problema 182. No tridngulo AABC abaixo, BP é bissetriz do angulo B, M é o ponto médio do lado AC e
AP é perpendicular a BP. Se AB = 6 e BC = 10, determine PM.

Problema 183. Em um tridngulo AABC, AB = AC e ZBAC = 30°, marca-se um ponto Q sobre o lado AB e
um ponto P na mediana AD, de modo que PC = PQ(Q # B). Determine ZPQC.
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9 Relacoes Métricas no Triangulo Retangulo
Problema 184. Determine a medida da hipotenusa de um tridngulo retdngulo se seus catetos medem:
a) 3cm e 4cm. b) 5cm e 12cm. ¢) lem e 1lem. d) 1/2cm e 3/2cm.  e) v/3cm e v/5em.

Problema 185. Determine x e y no tridngulo da figura abaixo, sendo x +y = 5.

X | y
Figura 13

Problema 186. Determine o valor de k na figura abaixo.

Figura 14

Problema 187. Determine os valores de x, y, z, no tridngulo abaixo.

Figura 15

Problema 188. Determine a altura de um tridngulo equilatero de lado medindo /.
Problema 189. Determine o comprimento da diagonal 4 de um quadrado de lado /.

Problema 190. Na figura, temos duas circunferéncias tangentes externamente de raios 3cm e 2cm, além de
uma reta tangente as circunferéncias nos pontos A e B. Determine AB.

3cm

Figura 16
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Problema 191. Determine o perimetro do AABC abaixo, sabendo que AB = 7/2.

B

105°

Figura 18

Problema 192. Na figura abaixo, temos duas semicircunferéncias de centros O e O'. Um segmento perpendi-
cular a AB intercepta as semicircunferéncias em D e E. Determine AE, sabendo que AD = 7/2.

A 0 [Tc o' B

Figura 20

Problema 193. Na figura abaixo temos trés semicircunferéncias de centros em B, C e D, além de uma
circunferéncia de centro O e tangente as semicircunferéncias. Sabendo que AB = 4cm, determine o raio x da
circunferéncia.

7

A B C D E

Figura 22

Problema 194. Na figura abaixo, os pontos A, C e F estdo alinhados, FC = CA = (1 +2+/3), EDCF é um
quadrado e ABC é um tridngulo equilatero. Determine CG.

E D
B
G
F c A
Figura 23
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Problema 195. No tridngulo retdngulo abaixo, BC = 30cm, AC — AB = 6cm e ZABD = ZCBD. Determine
BD.

A

Figura 25

Problema 196. Duas circunferéncias sdo tangentes internamente, como na figura. Os segmentos AB e
CD séao perpendiculares e o ponto O é o centro da circunferéncia maior. Os segmentos AP e CQ medem,
respectivamente, 4 e 3 centimetros. Qual é a medida do raio do circulo menor?

C

3cm

Q
A 4cm P Jo B
& D

Figura 26

a) 2,25cm. b) 2,5cm. ¢) 2,75cm. d) 3cm. e) 3,5cm.

Problema 197. A figura mostra quatro circulos de raio 1cm dentro de um tridangulo. Os pontos marcados
sdo os pontos de tangéncia. Qual é o comprimento do menor lado desse tridngulo?

a) 4cm.

b) 3+ V3cm.

¢) 5em.

d) 3v/3cm.

Figura 28 e) 2+ 2v/3cm.
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Problema 198. Seja ABC um tridngulo retdngulo em A. Seja D o ponto médio de AC. Sabendo que
BD = 3DC e que AC = 2, a hipotenusa do tridngulo é:

a) V7. b) 2v/2. c) 3. d) v/10. e) 2v/3.

Problema 199. No tridngulo ABC, o comprimento dos lados AB, BC e CA, nessa ordem, sdo niimeros
inteiros e consecutivos. A altura relativa a BC divide este lado em dois segmentos de comprimentos m e 1,
como indicado. Quanto vale m — n?

A a) 1.
b) 2
) 3
d) 4
B n |_ m c
Figura 31 e) 6.

Problema 200. O grande artilheiro Tornado estd prestes a fazer o gol mais bonito de sua carreira. Ele esté
de frente para o gol e apenas o goleiro estd entre ele e a trave. Ele esta a x metros do goleiro que, por sua vez,
se encontra a 2 metros da linha do gol, onde Tornado deseja que a bola caia apds passar por cima do goleiro.
Em um gol dessa magnitude, a trajetéria da bola deve ser uma semicircunferéncia. Tornado sabe que a bola
deve passar a exatamente 3 metros de altura do solo quando ela estiver acima do goleiro. Qual a distancia de
Tornado até o goleiro, ou seja, x, em metros?

a) 3. b) 3,5. c) 4. d) 4,5. e) 5.

Problema 201. Na figura abaixo temos um semicirculo de raio 1 inscrito em um quadrado de modo que seu
centro passe por uma das diagonais do quadrado. Qual é a drea do quadrado?

Figura 34

a) 3/2+ V2. b) 1+2V2. c) 5+v2/2. d) 4. e) 2/3+ /2.
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10 Semelhancas entre Figuras e Poligonos

Problema 202. Observe as figuras abaixo e responda:

Cc L
53°
E
| M Q
K
| | .
B D A
Figura 36
53°
a) os tridngulos AABC e AADE sdo semelhantes? P
Figura 37

b) caso sejam semelhantes, quais sdo os lados homdélogos?

) os tridangulos AKLM e AMPQ sao semelhantes?

Problema 203. Qual a razdo de semelhanca dos tridngulos abaixo?

14

20

Figura 38

Problema 204. Como Jodo pode medir a altura de um poste, conhecendo sua altura, 1,60m, o0 comprimento
de sua sombra, 2m, o comprimento da sombra do poste no mesmo instante que mediu sua sombra, 7m?

Problema 205. Na figura abaixo, BC = 12cm e AH = 8cm, sendo AH altura do AABC. Determine o lado
do quadrado MNPQ.

A

I
I
T
I
|
|
|
|
|
c |_l B
M H N

Figura 39
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Problema 206. Na figura abaixo, temos uma reta que passa pelos pontos A, B e C e outra que passa por A e
é tangente as circunferéncias de centros B e C e raios 3cm e 5cm. Se AB = 7cm, determine BC.

Figura 40

Problema 207. Sabendo que AB =15, BC =20, AD = 10 e DC = 15, determine a medida de DE na figura
abaixo.

Figura 42
Problema 208. Na figura abaixo, temos AC =4 e AB = 6. Determine o perimetro do quadrado AEDF.

c
E D
[ 1 [
A F B
Figura 43

Problema 209. No retangulo da figura abaixo temos que AB = 20, BC = 12 e AM = MB. Determine a
medida de EF.

A M F B
Figura 44
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Problema 210. Determine x na figura abaixo, na qual existem trés quadrados de lados 9, x e 4.

9 X 4

Figura 45

Problema 211. Na figura abaixo, temos um tridngulo inscrito. Se AB = 10, AC = 12 e AH = 4, determine o

raio da circunferéncia.
A
.
| \—I_/ |

Figura 47

Problema 212. Na figura abaixo, temos AC = CB = 10cm, AB = 6cm e AM = MB. Além disso, o segmento
BH tangencia a semicircunferéncia com centro em M. Determine o raio dessa semicircunferéncia.

C
H
A B

M
Figura 49

Problema 213. Na figura abaixo, temos duas semicircunferéncias. Se AD = 36 e BC = CD, determine CD.

D
c
B
A M N P Q

Figura 50
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Problema 214. Na figura abaixo, DE//AC, ZACD = /BCD, BC = m e AC = n. Determine a medida de
DE em fungédo de m e n.

A D B

Figura 52

Problema 215. No desenho abaixo, o tridngulo ABC é equildtero e BD = CE = AF = AB/3. Determine a
razdo EG/GD.

D B

>

Figura 53

Problema 216. O quadrado ABCD estd inscrito em um circulo cujo raio mede 30. A corda AM intercepta a
diagonal BD no ponto P. Se o segmento AM mede 50, determine a medida do segmento AP.

M

Figura 54
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Respostas e Solugdes.

1. Existem 6 segmentos de reta com vértices nesses 4 pontos: AB, AC, AD, BC, BD e CD. Veja que a resposta
ndo seria diferente se os pontos ndo fossem colineares.

2. Temos I] = KL, GH =FEe AB=CD.

3. Resposta B.

4.

a) Como AC + CB = 20cm, se CB = 8cm temos AC = 12cm.

b) Somando AC + CB = 20cm com AC — CB = 1cm, temos 2AC = 21cm. Portanto, AC = %

¢) Temos 20 = AC+ CB =2x + (x — 1). Portanto, x =7 e AC = 2x = 14.

5. Com a excecdo do ponto B, por qualquer um dos outros pontos, existe exatamente uma semirreta que
satisfaz a condi¢do do enunciado. Portanto, existem 4 semirretas.

6. Como AM = MB, temos 2x —5=x+7,0ouseja, x =2x —x =7+5 =12

7. Se o ponto P se encontra a esquerda de A, o segmento PB é a soma de PA e AB e consequentemente maior
que AB. Se o ponto P se encontra entre A e B, o comprimento de PA é estritamente menor que o comprimento
de AB. Consequentemente, a tinica possibilidade é P estar situado a direita de B. O exemplo abaixo mostra
que tal configuragdo é admissivel.

8. Sejam AB = x e CD = y. Como
2BC = AD = AB+BC+CD =20+ BC,
temos BC = 20 e consequentemente AD = 40.
9. Como AM = MB, temos 7x — 1 = x + 11, ou seja, 6x = 12 e consequentemente x = 2.
10. Como AM = MB, temos AB = 2x. Consequentemente:
4x -9 =AC=AB+BC=2x+x—-1.
Isso produz: x =9 — 1 = 8. Portanto, AB = 2x = 16.

11. Nao podemos ter o vértice A entre B e C pois BC < AB. Assim, A estd situado a esquerda ou a direita do
segmento BC. Quando A estd mais proximo de C, o segmento AC mede AB — BC = 20cm. Quando A esta
mais proximo de B, o segmento AC mede AB + BC = 40cm.

12. Considere o desenho abaixo:

Sejam BC =a e CD = x. Assim,
AB-BD = AC-CD

9(a+x) = (9+a)x
9a4+9x = 9x+ax
9a = ax
9 X

Portanto, o comprimento de CD é 9cm.
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13. Sejam AM = MB = x e DM = y. Temos:

10 = DB-—DA
= (x+y)—(x—y)
= 2.

Portanto, y = 5cm.
14. Sejam AC=CB=xe AE=y. EntioCE=ED =y —xe
30 = AB+ED-AC

= (20)+(y—-x) - (x)
=Y

Portanto, AE = 30cm.

15. Considere o desenho abaixo:

Sejam AB = x, BC =y e CD = z. Temos y = AC — AB = 3. Além disso,

3 = 3AB—-BD-2CD
= 3x—(3+2z)—2z
= 3x—3z—-3=

6 = 3x—3z.

Também temos 12 = 3AB + 3CD = 3x 4 3z. Somando com a tltima equacdo, obtemos 18 = 6x. Portanto,
x=3ez=4-—3=1. Finalmente, AD = AB+BC+CD =3+3+1=7.

16. Sejam AB = x e BC = CD = y. Assim,

AD?> — AB*> = (AD — AB)(AD + AB)
= (2y)(2x +2y)
= 4y(x+y)
= 4BC- AC
= 160.

17. Sim. Veja que:

MN = MB+ NB
AB | BC
2 2
AB__AB
2 2
= AB.
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18. Sim, é possivel. No exemplo abaixo, os pontos pretos simbolizam as estagdes e os segmentos, os trilhos.

A

19.

a) Se todos os trés pontos estdo ambos a esquerda de
A ou ambos a direita de B, a soma das distancias
dos trés pontos a um desses vértices é estritamente
maior do que a soma das distancias ao outro vértice.
Precisamos realmente estudar o caso em que exis-
tem dois deles de um lado e um do outro como
indica a figura. Calculemos a diferenca entre a
soma das distdncias ao vértice A e a soma das
distancias ao vértice B.

(XA+ YA+ ZA) — (XB+YB +ZB) =
(XA — XB) + (YA — YB) + (ZA — ZB) =
(=AB) + (—AB) + (AB)
—AB # 0.

20. (Extraido do Torneio das Cidades)

Os 25 quadradinhos determinam 6 x 6 = 36 vértices.
Como cada segmento deve usar dois deles, podemos
concluir inicialmente que Jodo ndo pode desenhar

36
mais que — = 18 segmentos. Analisando um lado

qualquer do quadrado maior, ndo é possivel que os
6 vértices sejam usados. Assim, eliminando-se um
vértice do lado superior e um vértice do lado inferior,
teremos apenas 34 vértices utilizdveis e consequente-

x . 34 .
mente ndo mais que 5= 17 segmentos. Essa ainda

ndo é a melhor estimativa. Para que apenas dois
vértices dos lados mencionados anteriormente nao se-
jam usados, deve ocorrer a configuracdo exibida na
proxima figura:

s\\\\

N
§ L

b) Sejam S5 e Sp as somas das distancias de todos
os pontos ao vértice A e ao vértice B, respectiva-
mente. Analisemos a contribuicdo de um ponto X
na diferenca S4 — Sg. Quando X esta a esquerda de
A, a contribuicdo é XA — XB = —AB e quando X
estd a direita de B a contribuicao é XA — XB = AB.
Ou seja, alguns pontos vao contribuir com o va-
lor +AB e outros com o valor —AB. Para que a
diferencga seja zero, a quantidade de parcelas com o
sinal “+” deve ser igual a quantidade de parcelas
com o sinal “—”. Como 1001 é um ntiimero impar,
tal igualdade ndo pode ocorrer.

Note que nao é possivel desenhar segmentos usando
os vértices do lado inferior sem deixar de usar pelo
menos mais um vértice de tal lado. Logo, ndo podere-
mos usar pelo menos 3 vértices. Como o ntiimero de
vértices usados deve ser um ntimero par, no maximo

utilizaremos 32 deles e assim teremos ndo mais que

2
37 = 16 segmentos desenhados. O exemplo abaixo

mostra que tal ntiimero é realizvel.

AR
?/ i/ ?
AN
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21.

a) Para trés retas, temos 7 regides como indica a préxima figura.

b) Para cinco retas, temos 16 regides. Analisando a configuracdo com trés retas, podemos notar que a quarta
reta cria 4 novas regides ao intersectar as retas que ja estavam tragadas. A quinta reta gera mais 5 regides
ao intersectar as outras quatro.

S

Como ndo existem duas retas paralelas e nem trés concorrentes, se jé estao trac;adas k retas, uma nova reta
acrescentaria mais k + 1 regides porque ela dividird em duas k + 1 regides que ja existiam. Assim, n + 1 retas
obedecendo as condigdes do enunciado dividem o plano em:

1
1+(1+2+...+n):1+”(”2+).
22. Como OC é bissetriz, 2x —5 = x + 3 e dai x = 8°.

23. Temos:

180° = ZAOC+ ZCOD + ZDOB
= ZAOC+2/COD
= 3y+ (2y +10)
= by +10.

Portanto, y = 34°. Como
39° = ZCOD = ZDOB = x +10°,

temos x = 29°.
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24. Sejam LAOC = 2x e ZCOB = 2y. Temos:

2x+2y  /AOB

ZDOE =x+y = 5 >

= 35°.

25. Apenas D e E sdo verdadeiras.
26. Como 180° = ZBOC + ZAOC = 5x, segue que x = 36°.

27. Seja ZBOC = 2x, entdo LZAOC = 2/BOC = 4x. Como 60° = ZAOC + ZBOC = 6x, segue que x = 10°.
Portanto, /DOA = Z/DOC + ZCOA = x + 4x = 50°.

28. Os angulos sdo x e 4x —40°. Assim, 140° = 5x — 40° e x = 36°. Os angulos sdo 36° e 104°.
29. Temos 2x +10° = LZAOD = ZCOB = 50° pois eles sao opostos pelo vértice. Consequentemente, x = 20°.

30. Temos LAOD + ZDOC = 90° e consequentemente Z/DOC = 35°. Como ZFOE e ZDOC sdo opostos
pelo vértice, temos ZFOE = 35°.

31. A divisdo determina os dngulos 2x, 3x e 4x. Somando-os, temos 90° = 9x. Portanto, x = 10° e os dngulos
sdo 20°, 30° e 40°.
o . . 90° +10° .
32. Como x +y = 90° e x —y = 10°, somando e subtraindo as duas equagdes, temos x = — = 50° e
90° — 10°

= —— = 40°.
y > 0

33. Como os angulos ZAOD e ZCOB sdo opostos pelo vértice, temos 3x 4+ 10° = 2x 4 20°, ou seja, x = 10°.
Como ZAOC e ZCOB sdo suplementares, obtemos ZAOC = 180° — (2x +20°) = 140°.

34. Sejam 2x e 2y as medidas dos angulos adjacentes. O dngulo entre as bissetrizes é
2x +2y  150°
22

35. Como os angulo ZBOC, ZDOE e ZAOF sao opostos pelo vértice aos angulos ZEOF, ZAOB, ZCOD,
respectivamente, temos 360° = 6x e consequentemente x = 60°.

x+y= =75°

36. As duas retas determinam quatro semirretas: OA, OB, OC e OD. Todos os dngulos sao determinados
pelas combinagées de duas delas. Como existem 6 maneiras de escolhermos duas delas - (OA,OB), (OA,OC),
(OA,0D), (OB,0C), (OB,0D) e (OC,0OD) - ficam determinados 6 angulos.

37.

a) Como ZCOB = 80°, temos x +y = ZDOB = 180° — 80° = 100°. Além disso, como angulos opostos
pelo vértice possuem mesma medida, temos x 4z = 80° e y +z = ZDOB = 100°. Resolvendo o sistema
produzido por essas trés equagdes, encontramos x = 40°, y = 60° e z = 40°.

b) Temos (3x +20°) + (x +40°) = ZDOB + ZBOC = 180°. Assim, x = 30°. Além disso, z = ZAOC =
/DOB = 3x +20° = 110°.
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38.
a) 37°30. b) 52°10'. ¢) 75°22'17". d) 59°02'20".
39.

a) Temos x = 110° pois angulos opostos pelo vértice possuem igual medida. Como os dngulos de medidas
110° e y sdo colaterais internos, temos y = 180° — 110° = 70°.

b) Temos x = 95° pois os dngulos com tais medidas sdo alternos externos. Além disso, y = 180° — 95° = 85°.

40. Como angulos correspondentes sdo iguais, temos y = 180° — 120° = 60° e z = 180° — 80° = 100°.
Analisando agora os trés &ngulos marcados no vértice O que formam um angulo raso, temos x 4y + 80° = 180°,
ou seja, x = 40°.

41. Trace pelo ponto F uma reta paralela ao segmento AB. Os pares de angulos marcados com os mesmos
simbolos sdo iguais pois sdo correspondentes. Portanto, 80° = x 4 40° e consequentemente x = 40°.

E

A 40° B

42. Segue do paralelismo que /BED = ZEBA = x. Somando agora os dngulos marcados no vértice E que
formam um angulo raso, temos: 2x 4 105° 4 x = 180°. Assim, x = 25°.

43. Do paralelismo segue que /JFH = ZCHG = x e ZKFE = /FEA = y. Portanto, 180° = x +y +2z =
150° + z. Dai, z = 30°.

44.

a) Pelo ponto E, trace uma paralela a AB. O dngulo b) Repitamos o procedimento do exercicio anterior
x serd entdo formado por dois angulos que sdo tracando retas paralelas a AB pelos pontos E e F
alternos internos aos dngulos que medem 45° e 70°. como indica a figura abaixo.

Portanto, x = 115°.

Teremos inicialmente 70° = x 4 50°, ou seja, x =
20°. Além disso, ZEFB = x 4+ 50° = 100°.
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45.

a) 34°23'. b) 21°40'09". c) 23°19'14". d) 93°02/

46. O angulo entre as bissetrizes corresponde a soma da medade de cada um dos angulos originais, ou seja,
180° 90°
5 = 90%

47.

Sejam /BAD = 2x e ZBAC = 2y os angulos adjacentes. O angulo entre as bissetrizes é

_ /BAC—/BAD _ 100°
- 2 2

48. Sejam x = LCAD = ZDAB ey = ZEAB. Entdo 2x +y = 120° e 2x — y = 80°. Portanto,

= 50°.

£ZDAE = x —y =50° —20° = 30°.

49. Temos x —y = 20°. Além disso, (90° — x) + (180° — 2x) = 2(90° — y), ou seja, 3x — 2y = 90°. Resolvendo
o sistema produzido pelas duas tltimas equagdes, obtemos x = 50° e y = 30°.

50. Devemos encontrar x tal que:

x> —50° = 5(90° — x)
x*+5x = 500
x(x+5°) = 20-25°
Uma solugao seria x = 20°.

51. Suponhamos que y = 4x. Assim,

(180° — x) + (180° — 4x)
10

(90° — x) + (90° —4x) =
1800° —50x = 360° —5x
1440° = 45«x
32° = «x.
52. Letra B.
53. Como 180° = (3x —40°) + (2x + 60°) = 5x + 20°, segue que x = 32° e 0 maior dos angulos vale 124°.

54. Resposta B.
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55.

(a) Pelo Teorema dos Bicos(veja o ultimo exercicio) aplicado a linha poligonal que passa por E, temos
x = a + 0. Aplicando-o novamente, agora a linha poligonal que passa por J, temos 180° — 3x = 2«a + 26.
Assim, 180° — 3x = 2x, ou seja, x = 36°.

(b) Prolongue a reta JE. Do paralelismo obtemos um outro dngulo B como indica a figura abaixo.

K Pelo Teorema do angulo externo, temos que
) /{ 2B = 100°, ou seja, B = 50°.

o

100

P N Py
: / K

56. Prolongue HG e HF até encontrarem CD e AB. Pelo Teorema dos Bicos aplicado a poligonal que passa

pelos vértices F e G, podemos concluir que tais prolongamentos formam angulos de 90° — 2x com esses

segmentos. Aplicado agora o Teorema dos Bicos a linha poligonal que passa por H, podemos concluir que
x = (90° — 2x) + (90° — 2x). Assim, x = 36°.

A

57. Apliquemos o Teorema dos Bicos a linha poligonal que passa pelo vértice C. Os dngulos incidentes em F
e E valem x + « e 90° — 2x. Portanto,

80° +a = (x+a)+ (90° — 2x).
Consequentemente x = 10°.

58. (Extraido da OBM — 2006)
Como os dois bastdes verticais sdo paralelos, podemos aplicar o Teorema dos Bicos(veja tltimo exercicio) no
caminho poligonal formado pelos lados dos quadrados que contém os dngulos marcados obtendo:

30° +126° + 75° + x = 90° 4+ 90° 4 90°.

Assim, x = 39°.
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59. Por cada um dos vértices dos “bicos”, trace uma paralela ao segmento AB. Vérios pares de angulos
alternos internos serdo formados como indica a figura abaixo:

Cada um dos dngulos marcados possui exatamente um representante entre os &ngulos brancos e pretos. Assim,
cada uma dessas somas de angulos vale x1 + x2 + ... + Xs.

60. Temos 1, 0 e 2 para os itens a), b) e c), respectivamente.

61.
a) Sim, pois 6 < 4+ 5. ¢) Nao, pois 8 =4+ 4. e) Sim, pois 6 < 6 + 6.
b) Nao, pois 7 > 3 + 3. d) Sim, pois 4 < 3 + 3.

62. O comprimento do terceiro lado deve estar entre 4 -3 =1e3+4=7.
63. O terceiro lado deve ser maior que 5 — 2 = 3 e menor ou igual a 5.
64. Se x é a medida dos lados iguais, devemos ter x + x > 4, ou seja, x > 2.

65. Construa um segmento AB de comprimento 7cm e outros dois de comprimentos 4cm e 6¢cm. Em seguida,
usando o compasso com centro em A e abertura igual ao segmento de comprimento 4cm, desenhe um circulo.
Faga o mesmo com o compasso centrado em B e usando como abertura o segmento de comprimento 6cm. Seja
G um dos pontos de intersecdo desses dois circulos. O tridngulo AABG possui lados de comprimentos 4cm,
6cm e 7cm.

66.

a) Nao, pois o maior deles ndo é menor que a soma dos outros dois.
b) Sim, pois o maior deles é menor que a soma dos outros dois.

¢) Sim, pois o maior deles é menor que a soma dos outros dois.
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67. A principio, o terceiro lado poderia assumir qualquer valor maior que 17 — 10 = 7cm e menor que
10 4 17 = 27cm. Nesse intervalo, apenas 9, 16 e 25 sdo quadrados de inteiros. Logo, o terceiro lado sé pode
assumir um desses trés valores.

68. A principio, o terceiro lado poderia assumir qualquer valor menor que 13 +7 = 20cm e maior que
13 — 7 = 6cm. Como entre tais niimeros, apenas 10 e 15 sdo multiplos de 5, esses dois niimeros constituem os
possiveis valores do terceiro lado.

69. O comprimento do lado BC deve ser menor que 3,8 + 0,6 = 4,4cm e maior que
3,8 —0,6 =3,2cm. O lado BC corresponde ao tnico inteiro entre tais nameros, ou seja, BC = 4cm.

70. (Extraido da Olimpiada Russa)
Como todos as fragdes sdo positivas, basta mostrarmos que a maior delas é menor que a soma das outras

duas. Suponha sem perda de generalidade que p é a maior das trés fragdes. Pela desigualdade triangular

+b

aplicada ao tridngulo de lados 4, b e ¢, temos: ¢ < a + b. Consequentemente:
a+c< 2a+b <2(a+Db);
b+c< a+2b <2(a+b).

Assim,
1 1 1 1 1

irc T hre” 2(a+0) +2(a+b) a+b

71. Prolongue o segmento BP até ele intersectar o lado AC em D.

Aplicando a desigualdade triangular nos tridngulos AABD e APDC, obtemos:

AB+x= AB+AD > BD =BP+z
z+y= PD+DC >PC

Somando as duas desigualdades resultantes, temos:
AB+ (x+y)+Z > Z+BP+PC
AB+ AC > BP+PC.
72. Pela desigualdade triangular aplicada aos tridngulos ABDE, ADAF e AEFC, temos:
DE < BD+ BE

EF < EC+CF
DF < DA+ AF.

Somando as trés desigualdades, obtemos:

DE+EF+DF < (BD+DA)+ (AF+FC)
+(BE+ EC)
= AB+ AC+ BC.
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73. Aplicando a desigualdade triangular nos tridngulos AABO, ABOC, ACOD e AAOD, temos:

AB < AO+OB;

BC < BO+0C;
CD < 0OC+O0D;
AD < AO+OD.

Somando as quatro desigualdades, temos

AB+BC+CD+DA < 2(AO+ BO+ CO+ DO)
= 2(BD+ AC).

Para verificar o segundo item, basta aplicar a desigualdade triangular nos tridngulos ABCD, AACD, AABD
e AABC para obtermos:

BD < BC+CD;
AC < AD+DC;
BD < AD+ AB;
AC < AB+ BC.

Somando as quatro desigualdades, podemos concluir que:
2(AC+BD) <2(AB+BC+CD + DA).
Basta agora dividirmos as duas desigualdades resultantes para obtermos o enunciado.

74. (Extraido da Olimpiada Iberoamericana)

Recorte o tridngulo APQC e coloque-o virado for- Como BP = PE, QE = DQ e AD = AB, podemos
mando o tridngulo APEQ de modo que PE = QC agora dobrar os tridngulos ao longo desses segmentos
e QE = PC. Formalmente estamos construindo um e formar um tetraedro como indica a figura abaixo.
tridngulo congruente ao inicial.

A B

I
I
I
! E
I
I

l -
D Q c

Imagine agora que os segmentos AP, PQ e AQ sdo Como X, Y e E sdo trés vértices em arestas distintas
marcas de dobraduras no papel. do tetraedro, eles formam um tridngulo.

Comentaério para Professores: O apelo fisico do uso dobraduras tem como propésito tornar a solu¢do mais
acessivel, natural e divertida para alunos jovens. Tal operagdo pode ser formalizada com o uso de isometrias
no espago.
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75. Sejam X e Y pontos no interior do tridngulo AABC. Trace a reta que os une. Se os dois pontos ndo estdo
em mesmo lado do tridngulo, tal reta intersecta os lados em dois pontos. A figura abaixo representa os dois
caso possiveis.

No primeiro desenho, XY < LM. Além disso, pela desigualdade triangular:

LM < BL+ BM;
LM < AL+ AM
< AL+ ACHCM.

Entao,
2LM < (BL+AL)+ (BM+CM)+ AC
= 2p
No segundo desenho, novamente pela desigualdade triangular, temos:

LM < BL+BC
LM < LA+ AC.

Somando as desigualdades,

2LM < (BL+LA)+ AC+ BC
Em ambos os casos, LM < p, como desejado. Caso os dois pontos estejam em um mesmo lado do tridngulo, o

comprimento do segmento que os une é menor ou igual que o lado que os contém. Este por sua vez é menor
que o semiperimetro em virtude da desigualdade triangular.

76.
| AB
¥ ¢cb
AB
b &b
4B
CD
4B
CD
4B
CD
4B
CD

I
N

WIN NI

W

0)

N

d)

|
S

W ==
EIEPN IS
Nl \5) @I

e)

f) = V2.

Sl o)

AB  AB
g) Em um paralelogramo, lados opostos sdo congruentes, ou seja, AB = CD. Assim, temos D= AB =
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77. Segmentos comensuraveis sdo aqueles que possuem um ntmero racional como resultado da razado de
suas medidas. Assim, no exercicio anterior, os segmentos comensuréveis sdo os dos itens a, b, ¢, d, g. E, é
claro, os segmentos incomensuréaveis, que sdo aqueles que obtemos um ntiimero irracional na razdo de suas
medidas, sdo os das letras e, f.

28 7 . B
78. Temos D=1 ou seja, CD = 16cm.

D 1 _
79. Temos Z—B = 5 ou seja, CD = 4cm. Perceba que a escolha da medida de CD no numerador ocorreu

porque a fracdo é menor que 1 e o segmento de maior medida ¢ AB.

80. Seja I a medida do lado do quadrado. Temos entado ? =4/2, ou seja, | = 4./2.

81. Seja | a medida do lado, temos ? = \2@, ouseja, | = 4+/3cm.

: . ) . . . 87 .
82. Como a medida do didmetro é o dobro da medida do raio de uma circunferéncia, temos R 7T, ou seja,

a medida R do raio é 4cm.

83. Sendo a, b, ¢, as medidas dos lados do AABC, temos como razdes entre as medidas dos lados a/b (ou

b/a),a/c (ouc/a)ec/b(oub/c), nimeros racionais, pois sdo, dois a dois, segmentos comensurdveis. Fazendo
. o S - EF a+b+c
a razdo dos segmentos EF e AB, sendo indiferente se tomassemos AC ou BC, temos B = — =

a
b b
g + - + - 1+ 7 + g, que é um numero racional e, portanto, os segmentos sdo comensuréaveis.
84. (Extraido da Video Aula) Chamando a medida do lado de / e a medida da diagonal de d, pelo Teorema
P

de Pitdgoras, temos d? = I? + I2, segue que (?)2 = 2. Supondo que (?) seja um ndmero racional, digamos —

onde mdc(p,q) = 1 (caso ndo seja, basta simplificar), temos

P2

F = 2
(q)

2

P
2
pZ — 2q2

Vamos usar o fato de que, se n?é par, entdo n também é par (ndo é dificil essa demonstragdo). Como dz =212,
entdo d? é par e, por consequéncia, d também ¢é par e faremos d = 2k, k € IN. Temos agora

PZ — 2q2
(2k)? = 24°
4k = 24
K0 = ¢~

Concluimos entdo que g° e, por consequéncia, g sdo pares. Mas se p e g sdo pares, mdc(p,q) # 1, o que é

absurdo. Portanto a fracdo —- ndo pode ser um nimero racional e os segmentos (lado e diagonal do quadrado)

!
nao podem ser comensuraveis e os chamamos de incomensuréveis.
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85. Utilizando o Teorema de Tales, temos

a) (Extraido da Video Aula) d)
x _ 4 x+3 x+5
6 8 i
x
x = 3 2
x*+3x = 4x+20
b) (Extraido da Video Aula) 2—x—-20 = 0
5x—1 7 X, = 5
20x—4 = 14x+21 ’
x = 25/6. Porém, como se trata de comprimento de segmen-
) tos, apenas x = 5 é solugdo.
c
S o_ 4
x 6
x = 15/2.

86. (Extraido da Video Aula) Aplicando o Teorema de Tales, temos

§ - X

6  x+6
6x = 3x+18
x = 6.

87. (Extraido da Video Aula) Usando o Teorema da Bissetriz Interna, temos

3

5
= 20/3.

2RI

88. (Extraido da Video Aula) Aplicando o Teorema da Bissetriz Externa, temos

8 6

x+12 12
8 1
x+12 2
12+x = 16
x = 4.

89. (Extraido da Video Aula) Se o perimetro mede 75cm, temos SC = 35 — x. Aplicando o Teorema da
Bissetriz Interna,

10 35 —x
X 30
35x —x? = 300
x> —35x+300 = 0
xp = 15
Xy = 20.

Perceba que pode ser qualquer um dos dois valores.

15
90. Pelo Teorema da Bissetriz Interna, temos g = % = 8ley2 =3 =1

,seguequex =6ey =9.
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91. Aplicando o Teorema da Bissetriz Interna, temos
x+1 x+3
x—2 4
X>+x—6 = 4x+4
x?-3x-10 = 0
xp = -2

Xy = 5.
Como se trata de comprimento de segmentos, apenas x = 5 é solugdo.

92. Incialmente, construiremos o tridngulo e seus elementos.

Figura 11
Como BK é bissetriz, vamos aplicar o Teorema da Vamos repetir o processo, porém, agora, CJ como
Bissetriz Interna. bissetriz:
2-x  x B] _ JK
10 14 14 7
10x = 168 — 14x Bl _ 5
x = 7. JK )
B] . o
Como ]—K € Q, entdo sdo segmentos comensuraveis.
93.
A
D X+3
B Cc
15
Figura 12

Temos, inicialmente, BC = 15, AB = x e AC = x + 3, sendo AC 0 maior dos catetos. Aplicando o Teorema
de Pitdgoras, temos x2 + (x + 3)% = 152, segue que x = 9. Como BD é bissetriz, vamos aplicar o Teorema da
Bissetriz Interna:

AD 12— AD
9 — 15
15AD = 108 —9AD
9
AD = _.

2

95

Aplicando, por fim, o Teorema de Pitdgoras ao AABD, temos BD? = 92 + (9/2)?, segue que BD = —
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9.

a) A=8-4=232cm?.

b) A altura & mede 12 - sen30° = 6cm e a base b mede 12 - cos 30° = 6+/3cm. Assim
A =6-6V3 = 36V3cm>.

95.

a) A =8 = 64cm?.

b) A =7,1%> =50,41cm?.

o) A= (V3)?=3cm>

d) Se a diagonal mede 6cm, o lado mede 3v/2cm, entdo a area é A = (3v/2)? = 18cm?.

96.

a) I = V25 = 5cm.
b) | = V12 = 2+/3cm.
97.

a) A= (5-8)/2=20cm>.

b) Se 2b é o comprimento da outra diagonal, como as diagonais de um losango sdo perpendiculares, usando o
Teorema de Pitdgoras obtemos:

> +3 = 5
b = 52 -3
b = 4

Portanto, a outra diagonal mede 8cm e a drea do losango vale A = 24cm?.

c) Dois angulos internos consecutivos de um losango sdo suplementares. Assim, um de seus angulos internos

82\/3
1

serd 60°. Temos, entdo, dois tridngulos equildteros de lados medindo 8cm. A drea de cada um deles é

82/3
4

Portanto, a drea do losango é 2 - = 32+/3cm?.

4(5+7)

98. A= = 24cm?.

100. Podemos usar o Teorema de Pitdgoras para encontrarmos a altura h.

2, 22 2
) . B+3 = 5
o= /-3
h = 4.
h Sem 406412
Dai, segue que A = (—ZF) = 36cm?.
A E B

101.
a) A=6-4=24cm?.
b) Temos que a altura do paralelogramo mede 6 - sen 60° = 31/3. Dai, segue que A = 8 - 3v/3 = 24+/3cm?.
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102.
a) A= (8-5)/2=20.

b) Pelo Teorema de Pitdgoras, a medida do outro cateto é 12cm. Dai, segue que A = (12-5)/2 = 30.
2
) A= 6 ;@ = 9v/3cm?.

6 -8 -sen45°
2

d) A= = 12v/2cm?.

102. Se o perimetro é 72cm?, entdo o lado é 72/4 = 18cm, segue que A = 182 = 324cm?.

103. Chamando a altura de x, a base é 2x. Temos, entdo, que 2x2 = 450. Dai segue que x = 15. Portanto, as
dimensdes do retangulo sdo 15c¢m e 30cm.

104. Sendo x e y as dimensdes iniciais, temos xy = 100. Ap6s as modificagdes nas dimensdes, sua area sera
A=0,9x-1,1y = 0,99 - 100 = 99cm?.
105.

a) A altura de um tridngulo de lado 8 é (8\@) /2 = 44/3. Como o raio do circulo inscrito é a terca parte da

4v/3 . <
altura do tridngulo, o raio do circulo do desenho mede i Assim, a area da regido hachurada pode ser
calculada pela diferenga entre as areas do tridngulo equilatero e do circulo.

Anachurada = Atriéngulo equildtero — Acirculo
2
82v3 43
A = e
4 3
1
48V3 — 16w ,
= fcm .

b) A &rea hachurada é a diferenga entre as areas do quadrado e do setor circular (quarta parte do circulo).

Ahachurada = Aquadrado — Asetor
1027
= 10° -
4
= 100 — 257
25(4 — 711)cm?.

¢) A medida do angulo do setor circular é 180° — 60° = 120°, que equivale a 1/3 do circulo. Temos, entdo

627

A= —— =12tcm?.
3 7Tcm

106. (Extraido do ENEM 2013) Como a drea inicial era 30 - 15 = 450cm? e a &rea final ficou (30 — 6)(15 — 3) =

0288 _ ) 36 — 36%. Resposta C.

2 2 30 foi
88cm*, sua reducgéo foi de 450
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107.

a) A drea hachurada é a diferenga entre as areas do setor circular e do triangulo. Temos entao

3 5> 8-8-sen135°
A= §n'8 2
247 — 1612

8(r — V2)em?.

b) Para o célculo do raio r, utilizaremos o Teorema de Pitdgoras no tridngulo formado pela reta que passa
pelos centros das duas circunferéncias, pelo centro da circunferéncia menor e é perpendicular ao lado do
quadrado e pelo lado do quadrado como indica a figura abaixo.

6—r

L]

12—

1247

N

Os lados deste tridngulo sdo (6 + 1), (6 —r) e (12 —r). Temos, entdo

6+71)?2 = (6—1)+(12—7)?
12r = —12r+144 — 247 + ¢
1 —48r+144 = 0
ro= 12(2—V3)em.

Assim, a drea do circulo menor é 71[12(2 — /3)]? = 144(7 — 4+/3)cm?

¢) Tragando um segmento pelos pontos de interseccdo das circunferéncias, teremos dois segmentos circulares,
cujas areas sdo a diferenga entre as dreas dos setores circulares e dos tridngulos gerados. A medida
do angulo destes setores é 120°, pois pode-se formar dois tridngulos equilateros ligando os centros das
circunferéncias e seus pontos de intersecao. A distancia entre estes pontos de intersecgao é 4v/3cm, pois é
o dobro da altura de um dos tridngulos. Temos, entdo

2 4. o
A = 2(47‘[_4 4 seanO)

3 2
= 2(16”—4f3>

3

87 ’
= 4 ?—2\@ cm”.
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108. (Extraido do ENEM — 2012)
A area perdida é a diferenca entre as areas inicial e final. Temos, entdo
A = 15-(5-x)3—y)
= 15—-15+3x+5y —xy

= b5y +3x —xy.
Resposta E.
109. (Extraido do ENEM — 2012)
Calculando a drea ABPD, temos
[ABPD] = [ABD]— [PBD]
1 1
_ L5 13
2 2
_ 1.1
4 8
1
= gmz.

1 1 3
Consequentemente, a soma das dreas ndo sombreadas é 2 - § = ZL e a area restante é 1 — 1 = 1. Temos, entéao,
1 3
que o custo é 1 50 + 1 30 = 12,50 + 22,50 = R$35, 00. Resposta B.

110. (Extraido da OBM — 2014)
Como cada tridngulo equilatero tem altura ?, as diagonais do quadrado EFGH medem 1 + /3, e sua 4rea

2
pode ser calculada como (1+2\f3) =2+ /3. Resposta C.

111. (Extraido da OBMEP — 2005)

a) Sendo a o lado de cada quadradinho, temos b) Sendo A a drea do quadrado sombreado, temos
[EFGH] = [ABCD]—4[AEH] A = [EFGH]/2
25a2—81a72 _ ;%[ABCD]
= 174* = g[ABCD] _ 1%6””2

Portanto, o lado do quadrado sombreado é

2v/170
5

cnit.
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112. (Extraido da OBMEP — 2005)

2.
a) A area de cada canteiro de pedra para x = 2 vale TS = 8. Assim, a area do canteiro de grama é
100 — 4 - 8 = 68m?.

x(10 — x)
2

b) A &rea de cada canteiro triangular é dada pela expressao . Assim, a drea do canteiro de grama é

dada por:
100 — 4 - x(10 — x)2 = 2x? — 20x + 100m?>

¢) Como a diferenca entre os pregos das coberturas de pedra e grama é de 1, o custo total é o mesmo que
gastar 3 por metro quadrado em todo o quadrado e 1 extra pela 4rea dos canteiros de grama, ou seja, o
custo total é:
3-100 + 1 (2x* — 20x + 100) = 2x* — 20x + 400.

Fatorando a expressao anterior, obtemos:

2x* —20x +200 = 2(x —5)>+350
> 0%+ 350
= 350.

A igualdade ocorre apenas quando x = 5. Assim, o prefeito precisa de pelo menos R$150, 00 reais.

113. (Extraido da OBM — 2014)

Como a diagonal de um retdngulo o divide em dois tridngulos de mesma darea, as dreas dos tridngulos
sombreados sdo 8m? e 18m2. Observando, agora, o retangulo original, sua diagonal o dividiu em dois
tridngulos, sendo um deles com &rea 24 + 8 + 18 = 50m?, ou seja, a 4rea do retdngulo original é 100m?.
Resposta D.

114. (Extraido da OBM — 2013)

a) Como Acpg = Agpc, pois possuem a mesma base e mesma altura, entdo, decompondo ambas as &reas,
Auapc + Aace = Aape + Aace, segue que Aapc = AADE-

b) Tracando o segmento GH, temos, pelo item anterior, que A gy = Aapc = 5cm? e Apcy = Aper = 4cm?.
Temos entdo que Ascpy = AacH +Apcr =5+4 = 9cm?.

115. (Extraido da OBM — 2012)
Como a 4rea total do terreno é 160 - 120 — 60 - 50 = 16200m2, cada parte devera ter 8100m2. Calculando a area
do trapézio ABCP, temos

[ABCP] = 8100

120 — 1
(120 x2+50) 00 — 8100
170 —x = 162
x = 8m.

Resposta B.
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116. (Extraido da OBM — 2012)
Se P o pé da altura do ADEC no lado DC, entdo EP = 4+/3. Temos que

[AEC] = [AECD] - [ACD]

AEPD)] + [ECP] — [ACD]

4(6+4\@)+4-4\@_

2

2

24

= 12+8V3+8V3—-24
16V3 — 12
4(4V3 - 3).

117. (Extraido da EPCAR — 2014)

Como os arcos sdo congruentes, o AABC é equilatero, sendo 120° a medida do seu angulo central e a medida
do raio da circunferéncia maior o dobro do raio da menor, ou seja, 2cm. Dividiremos a drea hachurada em trés
partes:

i) 4rea de 2/3 do circulo menor, que é 27t/3;

" . 4r
ii) 4rea do segmento do circulo maior, que é =~ V3;

iii) 4rea do quadrilatero formado por dois segmentos perpendiculares aos lados do tridngulo partindo do
centro do circulo menor, que é V3.

4

3 V343 =2m. Resposta A.

Portanto, a 4rea hachurada é 27t/3 +

118. (Adaptado da EPCAR — 2013)
Sendo cada uma das cinco partes hachuradas a drea de um segmento circular de uma circunferéncia de raio

a2 a?/3

que mede 4, temos que a drea hachurada é S(T - )
. A ., AB-GE . . . .
119. A é&rea do tridngulo ABE é — = 72. Assim, aplicando a mesma férmula de area para a base BE e
a altura AF, temos: ) )
F-BE F-9
2 2 &
. . 72
Portanto, o comprimento de AF é i5 = 16.
B (
F
) G /N ’[
A P - [
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120. Como FH = GE, temos HO = FO — FH = OE — GE = OG. Consequentemente o semicirculo de
didmetro HO possui a mesma drea do semicirculo de didmetro OG. Além disso, a drea entre os arcos FG e
HO é igual a area entre os arcos GO e HE. Consequentemente, a drea procurada corresponde a drea de um

semicirculo de didmetro FE. Como o raio do semicirculo de didmetro FE mede 1, a 4rea sombreada mede

227T A D

— =27
2

N

121. (Extraido da OBM — 2009)

Temos ZALK = 180° — ZKLM — ZBLM = 180° — 90° — ZBLM = 90° — ZBLM = ZBLM, ambos os dngulos
ZKAL e ZLBM sdo retos. Como KL = LM, segue que os tridngulos KAL e LBM sdo congruentes pelo caso
LAA,. Portanto, sendo x = AK, AL=4—x, LB =xe BM = AL =4 — x. Logo a 4rea do trapézio AKMB é

AK + BM X+ (4—x)

igual a — AB = -4 = 8 e, consequentemente, a drea de CDKM ¢ 4> — 8 = 8. Resposta B

Observacao: De fato, os trapézios AKMB e KMCD séao iguais.

122. Seja h a distancia entre as duas retas. Este também é o valor da altura dos tridngulos AEFG e AHI]J.
Assim
[EFG]  h-EG/2
[HIJ] — h-1]/2
EG
i
1

5.
123.

a) Como o semiperimetro mede 10cn, temos A = 1/10(10 — 5)(10 — 7)(10 — 8) = 10+/3cm?.

b) Como o semiperimetro mede 9crm, temos A = \/9(9 — 6)(9 —5)(9 — 7) = 61/ 6cm?.

c) Como o semiperimetro mede 18cn, temos A = /18(18 — 12)(18 — 10) (18 — 14) = 24+/6cm?.

d) Como o semiperimetro mede 9cm, temos A = 1/14(14 — 10) (14 — 10) (14 — 8) = 8v/21cm?>.

124. Como o semiperimetro mede 21cm, portanto, A = /21(21 — 13)(21 — 14)(21 — 15) = 84cm?.
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125. (Extraido da OBM 2014) Sendo Q o ponto de intersec¢do da bissetriz de Z/BAC com o lado BC, temos

que, pelo Teorema da Bissetriz Interna, C5Q = BO’ ou seja, gg = g Temos também que
BQ _ [ABQ
cQ [ACQ]
_ [BPQ]
[CPQ]
_ [ABQ] - [BPQ]
[ACQ] —[CPQ]
_ [ABP]
- [AcP]
[APC] 5
Assim, [APC] = 5/4. Resposta A.
126. Se h é a altura relativa ao lado BC, temos 30 = BDZh e 10 = DCZh Portanto,

%0 _BD-h_BD
10 DC-h DC’
127.
a) Como D é ponto médio de AC, segue que [ABD] = [BDC] = [ABC]/2. Além disso, como E é ponto médio
de BC, seque que [BED] = [BDC]/2 = [ABC] /4.

[AGD]  [ABG]

GE ~ [GDE] ~ [BGE]’
Consequentemente, usando propriedades de proporg¢des, temos:

AG [AGD] + [ABG]
GE ~  [GDE]+ [BGE]

b) Considere os tridngulos da figura de bases AG e GE, assim

128. Trace o segmento ED. O tridngulo EAD possui metade da drea do paralelogramo ABCD pois possui a
mesma base e a mesma altura. Pelo mesmo argumento, também possui metade da area do paralelogramo
EFGA. Assim, as dreas de ambos paralelogramos sdo iguais a 20cm?.

B E C
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129.

1

a) Os triangulos AADE e AABC possuem mesma altura mas a razdo entre suas bases é T Portanto,

[ADE] = % . [ABC] = 9cm2.

2 2
b) Como DC = 3 BC, temos [ADC] = 3 [ABC] = 24cm?.Como M é o ponto médio de AD, as 4reas dos
triangulos AAMC e AMDC séo iguais e valem metade da drea do AADC. Portanto, [MDC| = 12cm?.

2 2
¢) Como DC = 3 BC, temos [ADC| = 3 [ABC] = 24cm?. Além disso, como GC = Z - AC, segue que
[GDC] = % -[ADC] = % .24 = 18cm?.

d) Em virtude do item anterior, [GDC] = 18cm?. Como E é ponto médio de DC, segue que [GDE] = [GEC] =

9. Também temos GF = % -GC e dai [GEF] = % -|GEC] = % -9 = 3cm?. Portanto,

[GDEC] = [GDE] + [GEF] = 9 + 3 = 12cm?.
130.

a) O triangulo sombreado possui a mesma base e al- d) O paralelogramo ABCD pode ser dividido em
tura que o paralelogramo dado. Portanto, sua area trés paralelogramos congruentes a BPSA. Como

vale 24 12em? sua &rea vale 24, a drea do paralelogramo PCDS
5 .

AD oD vale 16cm?. Além disso, [PQC| = [P:%] = g e
b) Como AQ = 3 € pC = —p v Sestie que [RQD] = 15QD] = 3. Portanto, teremos que
[ABD] [BDC] 2
[ABQ] = e [BCP] = o Portanto,
como a diagonal BD divide o paralelogramo em [PQRS] = [PCDS] — [PCQ] — [QDR]
dois tridngulos de mesma érea, temos 8
=16—---3
ABD D 3
BapP] = [aBcp] - 45D 1PDC] 3
— [ABCD] - [ABCD|  [ABCD]
6 4
= 14cm?
e) Temos [ABQ| = [ABD] = 3cm® e
T BAR| = 2[ABD]  _ 8cm? 3[BCD] !
c) Temos [BAR] = 3 - oo e [BCP] = == — = 9cm?. Além disso,
[BPC| = {B:ﬂ = 3cm?. Além disso,
2[APD] )
[PQD] = = 2cm”.
RDQ) = A2DL _IACDL _q,,2 3
3 12
Consequentemente, Portanto,
[BPQR] = g:BCSD] ; [AlBR] — [BPC] — [RQD] [BPQ] = [ABCD] — [BCP| — [PDQ] — [ABQ]
B 12_2_ a = 24-9-2-3
e = 10cm?.
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131. Pelo exercicio anterior,

_ [DCB] | [ACB]
[PCB] = > T
_ 64, 104
4 4
= 6+10
16cm?.
) - [PCB] 2
Como Q é o ponto médio de PB, segue que [PQC| = — = 8cm=.

132. Pela férmula de Brahmagupta, sua 4rea é dada por:

A= \Jp-ap-b)p-op-d
= \/ (88 —39)(88 — 25)(88 — 60) (88 — 52)

V49 -63-28-36
1764.

133. Sejam hy, hy e h3 as distancias dos vértices B, E e C ao lado AD, respectivamente.

C

hi + ha

> Assim

Como E é ponto médio de BC, temos h3 =

hs - AD
2
(h1 + hy)AD
4
hi-AD  hy-AD
_.I_

4 4
[ABD] [ACD]
2 * 2
= 10+15

25.

[EAD] =

134.

a) Como DF = 1, segue que DE = DFcosp = cosfp e EF = DFsenp = senpf. Além disso, dado que
ZADE = wa, obtemos ZBEF = 90° — a. Assim, AE = DEsena = senacos 3 e EB = EF cosax = sen 3cos a.
Como ZFDC = 90° — a — B, segue que DC = DF cos(90° —a — ) = sin(a + B).

b) Como AE + EB = AB = DC, substituindo os valores encontrados no item anterior, obtemos o resultado
desejado.
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135.
a) Pela férmula de Heron, temos: b) Sejam x = p—bey = p — c. Dai, como (x —y)? >
I 0, segue que
a-h,
- —b)(p—c)=|ABC] =
Vr(p—a)(p—b)(p—c) = [4BC] = RPN
— — — X 2xy+x* > dxy
Consequentemente, 11, = 2\/P(P a)(f b)(p C), xty > 2\/@‘

Como x +y =2p — b —c = a, temos

2y (p—=b)(p—c)

a

he = /p(p—a)
(

= plp—a)

a

a

IN
=

~—

—a

=

Observagdo: Neste item, demonstramos também a desigualdade entre as Médias Aritmética e Geométrica
para dois termos:

xzﬂz\/@se x,y > 0.

136. (Extraido da OBM — 2012)

Considerando o paralelogramo ASDT, como

2AB
AT = 5 temos que a drea de ASDT é igual a

3 84 = 56. Este paralelogramo estd dividido em oito

paralelogramos iguais, sendo que a drea sombreada é

um destes paralelogramos e, portanto, a drea desejada

1
§ - .56="7.
°3

137. (Extraido da OBM — 2011)
Seja M o ponto médio de BC. Entdo, como ABC é isésceles com AB = AC o segmento AM é também altura

do tridngulo. Logo,
[ 2
AM =/ AB?> — BM? = /5% — (g) = 4.
3

Como a altura da dgua é 3, o nivel da dgua é igual a — da altura do tridngulo. Como os tridngulos pequenos

brancos formados pelos espagos sdo semelhantes ao tridngulo original com a mesma razdo de semelhanca

- . . . 3 .
(raiz quadrada da razdo entre as areas, que é a mesma), a altura & é igual a — da altura relativa H a B. Sendo

4
a area de ABC igual a 62%4 = 12cm?, temos
AC-H
= 12
2
5H = 24

24

H = —/.
5

24 18

3 3
Portanto, h = ZH =15 5™ Resposta D.
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138. (Extraido da OBM — 2009)
Trace os segmentos AD e AF. Como BD = DF = FC, temos

[ABD)] = [ADEF] = [AFC] = 2%2

Além disso, como E é ponto médio de AB, obtemos:

(BDE] — [AgD]zzzz

252
Analogamente, como G é ponto médio de AC, [GFC| = % Portanto,

[AEDFG] = [ABC] — [BDE] — [GEC] = %ﬂ — 168.

Resposta A.

139. (Extraido da OBM — 2014)
A razdo EG/GD pode ser calculada através das razdes de areas:

EG [EGB] [EFG]  [EGB]+[EFG] _ [EFB

GD [GDB] [FDG|] [GDB|+[FDG] _ [FDB]

Além disso, temos:

[EFB] _[EFB] [CFB] 2 2 4
ABC  CFB [ABC] 3 3 9
Analogamente,
[FBD] _ 1
[ABC] 9
Portanto
EG _ [EFB] [ABC] 4 94
GD [ABC] [FDB] 9 =

140. 5)F b))V ¢)F d)V e)F

141. Como 2x +3 = x + 11, temos x = 8. Além disso, y +40° = 3y + 20° implica que y = 10°.

142, )y =80°. b)x =45°. c¢)x =50°. d)x = 60°.
143.
a) Como y + 70° + 30° = 180°, temos y = 80°. Além disso, x + 80° + 60° = 180° implica que x = 40°.

b) Como x + x + 30° = 180°, temos x = 75°. Além disso, pelo teorema do dngulo externo, x = 75° = 20° 4-y.
Dai, y = 55°.
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144.

a) obtusangulo, pois ZBAC = 100°.

b) acutangulo, pois ZBAC = 85°.

¢) retangulo, pois ZBAC = 90°.

d) acutangulo (e também equildtero), pois ZBAC = 60°.

145. Pelo teorema do dngulo externo, ZBOA = 130° — 30° = 100°. Além disso, Z/COD = ZBOA = 100° , pois
sdo angulos opostos pelo vértice. Assim, x + 100° + 40° = 180°, ou seja, x = 40°.

146. Analisando a soma dos angulos do tridngulo AABD, temos ZADB + 20° 4+ 90° = 180°, ou seja,
ZADB = 70°. Como AD é paralelo a BC, segue que ZEBC = 70°. Finalmente, analisando a soma dos angulos
do tridangulo ABEC, temos 70° + 60° 4+ x = 180°. Assim, x = 50°.

147. Temos:
i) 2x —1 =7, entdo x = 4.
ii) x +y =7, entdo y = 3.
148.
i) Os triangulos AABC e AEFD, pelo caso LLL;
ii) Os triangulos AGHI e AJKL, pelo caso LAL.

149. Como os tridngulos AAED e ACEB sdo congruentes com CE = ED e ZECB = ZEDA, entdo EB = AE
e CB = AD, ouseja, y =7 e 2x + 5 = 13. A dltima igualdade produz x = 4.

150. Temos: a) Incentro; b) Ortocentro; ¢) Baricentro e d) Circuncentro.

151. Como AB = BC, temos 5x = 3x + 2, ou seja, x = 1. De AC = 2AD, segue que x +y = 8x e
consequentemente y = 7.

152. Temos: BM é mediana, AE é altura, CD é bissetriz e HM é mediatriz.
153. Se LACB =40° e AC = BC, entdo ZCAB = ZCBA = 70°. Assim, ZABD = 180° — 70° — 90° = 20°.
154. Se Z/BCA = 30°, entdo ZBAC = 180° —90° — 30° = 60°. Assim, ZABD = 180° — 90° — 60° = 30°.

155. Como ZACB = 30°, entdo ZCAB = 60° e, por consequéncia, ZABD = 30°. Assim, Z/DBE =
45° — LZABD = 15°.

156. Dividindo os angulos internos do tridngulo em dois dngulos congruentes a a no vértice A, dois
congruentes a f no vértice B e dois congruentes a y no vértice C, tem-se « + = 70°, a + ¢ = 50°, e
B+ = 60°. Dai, resolvendo o sistema formado por essas equagdes, &« = 30°, B = 40° e v = 20°. Assim, temos
/ZBAC =60°, ZCBA = 80° e ZACB = 40°.

157. Como 2x + 6° = 36° + x, temos x = 30°.

158. O triangulo AABE é isosceles pois AB = BE. Seja a 0 seu angulo da base. Pelo teorema do angulo
externo aplicado ao triangulo AABE com respeito ao angulo externo ZEBD, temos a« +a = ZEBD = 60°.
Portanto, & = 30°.

159. Temos 7B = 70° e 2a = 50°, ou seja, B = 10° e x = 25°.
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160. Pelo caso ALA, AODC = AOBE e dai OD = OB = 5cm. Como o tridngulo ADOB é isdsceles com
angulo do vértice medindo 60°, temos ZODB = ZDBO = 60° e consequentemente AODB é equilatero.
Assim, DB = OB = 5cm.

161.

a) ZACB = 180° — 60° — 80° = 40°;

b) Como BE e GD sao bissetrizes, /ZDCB = 20° e ZDBC = 40°;

¢) Analisando a soma dos angulos do tridngulo ADBC, temos ZBDC = 180° — 40° — 20° = 120°.

162. Como BD e AE sdo medianas e AD = DE, tem-se BE = ED = AD = DC = 8cm.
163.

a) LAL;
b) LAA,;
) LLL;
d) ALA.

164. Como ACDE é isésceles, ZDEC = 80° = ZAEB, pois sdo angulos da base. Assim, como ZABE é
isdsceles, « = 50°. De forma analoga, p = 40°. Portanto, % = %.
165. Como ACEF é equilatero, ZFCD = 180° = 75° — 60° = 45°. De forma andloga, ZMDC = 55°. Assim, o
angulo determinado pela interseccdo das retas MD e CF é 80°. Portanto, x = 180° — 60° — 80° = 40°.

166. (Extraido da OBM 2011)
Como ABAD e AAEC sao is6sceles, segue que Z/BAD = /ZBDA e ZCAE = ZCEA. Tem-se ainda que
/BAC = Z/BAD + ZCAE — 40° = Z/ZBDA + ZCEA — 40° = (180° — 40°) — 40° = 100°.

167. (Extraido da OBM 2008)
Como ZABC = 110°, entdo LZAOC = 140° e com isso ZOAC = 20°. Por outro lado, ZIAC = 10°. Portanto,
ZIAO = 30°.

168. (Extraido da OBM 2006)

Pelo teorema do angulo externo, ZADE + x = 30° + ZABD, portanto ZADE = ZAED = 30° + ZABD — x.
Além disso, ZAED = x 4+ ZACD. Igualando as duas equagdes e usando que ZABC = ZACB, temos
30° + ZABD — x = x + ZACD, ou seja, x = 15°.

169. (Extraido da OBM - 2014)
Como P pertence a bissetriz, sua distancia do lado AB é a mesma do lado AC. Se a drea do AAPB é %, entdo
% = %, obtendo h = % Assim a drea do AAPC = % . % = %.

170. (Extraido da OBMEP - 2005)

Como AABC é isosceles, temos ZABC = ZACB = a«. Como ABCD é isdsceles, também temos /BDC =
ZDBC = a. Se ZDCA = B, tem-se, pelo teorema do angulo externo, que & = 30° + B. Analisando a soma
dos angulos do ABCD, a +a + a« — f = 180°. Assim, pelas duas equagdes tem-se 2 + 90° = 180°, ou seja,
B = 45°.
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171. (Extraido da OBMEP — 2008)

Pelo teorema do dngulo externo e usando que o tridngulo ACAD é is6sceles, ZACB = ZCAD + ZCDA =
2-ZCDA = 96°. Do mesmo modo obtém-se /CBA = 2-/DEA e /BAC = 2-FEA. Somando as trés
igualdades,

180° ZABC+ ZBCA + ZCAB
= 96°+2-/DEA+2-/FEA

96° +2/DEF.

Ou seja, ZDEF = 42°.

172. (Extraido da OBM - 2011)
Sejam ZBAC = a e ZBCA = 2B, tem-se ZABC = « + 50°. Pelo teorema do angulo externo no tridngulo
ADEC, ZAED = 90° 4 B. Analisando a soma dos angulos dos tridngulos AABC, temos

a+ (e +50%) +28 = 180°,
ou seja, « + B = 65°. Finalmente, analisando a soma dos dngulos do tridngulo AEAD, temos
x+a+ (904 B) = 180°

e consequentemente x = 90° — (a + ) = 25°.

173. (Extraido do Torneio das Cidades)
Seja ZCAB = 2a. Assim, ZCBA = 90° — 2a. Os angulos da base dos tridngulos isésceles AACN e ACMB
valem 90° — « e 45° + a, respectivamente. Assim, ZMCN = 180° — ZCMN — ZCNM = a + (45° — a) = 45°.

174. (Extraido da AIME)

Chamando a intersec¢do entre AF e ED de G e a interseccdo de AF e BC de H, temos pelo teorema do dngulo
externo que Z/ZDGH = E+ F e ZCHG = A + B. Analisando a soma dos angulos do quadrilatero DCHG,
temos A+ B+ C+ D + E + F = 360, ou seja, n = 4.

175. (Extraido da Olimpiada de Leningrado)

As igualdades fornecidas implicam que os tridngulos ABKC e ACHB sdo congruentes pelo caso LAL. Assim,
temos CK = HB e BK L KC. Consequentemente BK é uma altura e AABC é is6sceles com AB = BC. Além
disso, ZHBC = ZKCB implicando que AB = AC. Como os trés lados sdo iguais a AB, o tridngulo é equilatero.

176. Pelo vértice B, trace uma reta paralela ao lado AC. Tal reta forma dois pares de dngulos alternos internos
de valores « e B. Como a soma dos trés angulos incidentes no vértice B é um angulo raso, temos:

/BAC + ZACB + /CBA = a+ B+ = 180°.
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177. Suponha, por absurdo, que o tridngulo ALNP é equildtero. Teremos:

ZBCA

> =90° - ZHNC = 30°.

Além disso,
/BCA

ZBMC = ZLPN — =90°.

Como BM ¢ altura e mediana, concluimos que AABC é isésceles. Sendo Z/BCA = 60°, podemos concluir
que AABC é de fato equilatero. Nesse caso, BM, CK e AH seriam concorrentes em um mesmo ponto e isso
produziria um absurdo pois estamos supondo que L, M e P sdo distintos.

178. Como B;(C; é mediana do tridngulo retangulo ABBjA, entdo BiC; = CA e, por consequéncia,
LAB1Cy = £ZB1ACy; = 30° e £B1C2A = 120°. De forma anéloga, tem-se ZAB,C; = 120° e £B,C1B = 120°.
Seja P a interseccdo entre C;B, e B1C,. Analisando a soma dos angulos do quadrilatero AB,PC,, temos
ZCyPBy = 360° — 30° — 120° — 120° = 90°, ou seja, B1C; é perpendicular a C;B;.

179. (Extraido do Torneio das Cidades)

Supondo FE > AD, sem perda de generalidade. Como FD é base média de AC e ED ¢é base média de AB,
AEDF é paralelogramo, de diagonais AD e FE, cuja soma de dois vértices consecutivos quaisquer é 180°.
Como, por hipétese, FE > AD, ZFAE > ZAFD e se sdao suplementares, ZFAE > 180°, ou seja, AABC é
obtusangulo.

180. (Extraido da AIME)

Sejam S a soma dos dngulos nas n “pontas”e R a soma dos outros 2n angulos internos dos triangulos
que contém estas “pontas”. O poligono desenhado tem soma dos angulos externos dado por 360°. Como
os angulos que compdem R sdo os angulos externos do poligono contados exatamente duas vezes, temos
R = 2-360°. A soma dos angulos internos dos n tridngulos que contém as pontas vale 180°n. Assim,
180°n = S+ R = S +720° implica que R = 180°(n — 4).

181. (Extraido do Torneio das Cidades)
Dessa vez Pinéquio ndo estd mentindo. Abaixo é exibido um exemplo com 8 tridngulos possuindo os dngulos
30° e 120°.

182. Seja Z o ponto de intersegdo do prolongamento de AP e BC. O tridngulo AABZ é is6sceles, pois o
segmento AP é altura e bissetriz. Logo, BZ = AB = 6 e consequentemente ZC = BC — BZ =10 -6 = 4.
Como o tridngulo AABZ é is6sceles, BP é altura, bissetriz e mediana. Logo P é o ponto médio de AZ. Como
M ja é o ponto médio de AC, PM é a base média no tridngulo AAZC, ou seja, PM = 2.

183.

Como AABC é is6sceles e ZBAC = 30°, ZABC = LACB = 75°. Sejam /PBQ = B, ZPBC =60 e E a
intersecdo de BP com QC. Como PD é mediana e altura do ABPC, temos PC = PB. Assim, os tridngulos
APQB e APBC sao isésceles com dngulos das bases f e 6. Pelo teorema do angulo externo, segue que
ZEPQ =2B e ZEPC = 20. Assim, ZQPC =2+ 20 = 2ZQBC = 150°. Finalmente, como AQPC também é
isésceles de base PQ, segue que ZPQC = 15°.
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184. Chamando a medida da hipotenusa de a, temos

a) c) e)

2 2 2 2 2 2
Zz - ;5+4 Zz - ;+1 Zi _ E;@2%_\@2
a = b. a = V2. i = 23
b) d)
> = 54122 > = (1/2)*+(3/2)?
? = 169 > = 10/4
a = 13. a = V10/2.

185. Usando as relagdes métricas no tridngulo retangulo, temos que 42 = 5 - y, segue que y = 16/5 e, por
consequéncia, x =5—16/5=19/5.

186. Aplicando as relagdes métricas no tridngulo retdngulo, temos 3(k — 3) = 42. Segue que k = 25/3.

187. Usando as relacdes métricas no tridngulo retingulo, temos, inicialmente, y> = 9 - 16, segue que y = 12.
Aplicando agora o Teorema de Pitagoras, temos x? = 162 + 122 e z2 = 9% + 122. Segue que x =20 e z = 15.

188. (Extraido da Video Aula)
Inicialmente, tracamos a altura / deste tridngulo e obtemos dois tridngulos retangulos de hipotenusa medindo
I e catetos medindo & e /2. Basta agora aplicar o Teorema de Pitdgoras.

4 (12?2 = 12

W = 3]%/4
V3
h — 7.

189. (Extraido da Video Aula)
Tragando uma diagonal no quadrado, dois tridngulos retdngulos se formam, nos quais seus catetos medem [ e
sua hipotenusa mede d. Basta agora aplicar o Teorema de Pitagoras.

> = P+
d = V2
190. (Extraido da Video Aula)

Chamando os centros das circunferéncias de E e H Aplicando o Teorema de Pitagoras, obtemos
e tracando os segmentos AE, BH, HE e HC, sendo

C o pé do segmento perpendicular a AE, obtemos a EC’+HC? = EH’
seguinte figura. (AE — AC)*> + AB*> = EH?
1+ AB? = 5

B AB = V24

A

AB = 2.
C
L

E

Figura 17
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191. (Extraido da Video Aula)

Tracando a altura BD relativa ao lado AC, podemos observar que ZABD = 45°, segue que AD = BD.
Aplicando o Teorema de Pitdgoras no tridngulo AABD, obtemos AD = BD = 7. O triangulo ABCD
possui os dngulos internos medindo 30°, 60° e 90°, ou seja, BC = 2BD = 14, pois o cateto menor é
a metade da hipotenusa em tridngulos com estas medidas de angulos, conforme visto na Video Aula.

Aplicando agora o Teorema de Pitdgoras no ABCD, obtemos DC = 7+/3. Por fim, o perimetro do tridngulo
AABC =7+7vV2+14+7V/3 =73+ vV2+/3).

Figura 19

192. (Extraido da Video Aula)

Vamos fazer inicialmente AE = x, O'C = y e AO’ = 2r. Agora, construiremos dois tridngulos retangulos
utilizando os pontos A, B, D, E e O/, conforme a figura abaixo.

E
D

A 0 [ Jc ¥ \o B
Figura 21

Usando as relagdes métricas no AAO'D, temos 2r(2r — y) = (7v/2)> = 98 (1). Fazendo o mesmo no AABE,
temos x> = 4r(2r —y) (2). Dividindo a equacdo (2) pela equagio (1), obtemos x> = 196, segue que x = 14.

193. (Extraido da Video Aula) .
Tragando BO e DO, temos o tridangulo isésceles ABDO, pois BO = DO = 4 + x. Tragando agora CO, obtemos

dois triangulos retangulos, ABCO e ADCO. Aplicando o Teorema de Pitdgoras em um desses tridngulos,
chegamos a

(4+x)? = 4>+ (8—x)?

16 +8x+ x> = 16+ 64— 16x + x°
24x = 64
x = 8/3cm.
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194. (Extraido da Video Aula) o e
Marcando o ponto H sobre AC, tal que GH seja perpendicular a AC. Se ZGCH = 60° e, por consequéncia,

/CGH = 30°, entdo CH = CTG = g e GH = xxz/g‘ Temos ainda que AAGH e AAEF sdo semelhantes, o que
xV/3
implica ue——E ou seja 2 1 segue ueCG—x—M—z
P AR T aF ]'1+2f—’2c 2> 1423
E D
B
G
/ |eva
O 2 »
F cZ H A
2
Figura 24

195. (Extraido da Video Aula)
Se AB =y, entdo AC =y + 6. Aplicando o Teorema de Pitagoras no AABC, temos

(y+6)*+y* = 30°

V¥ +12y +36+y2 = 900
ey —432 = 0

y = 18cm.

Tomamos apenas o valor positivo de y. Chamando AD de z, entdo CD = 24 — z. Aplicando o Teorema da
z 24 —z
Bissetriz Int , t —_ = —
issetriz Interna, temos I 30
ABD, chegamos a BD = 9+/5cm.
196. (Extraido da OBMEP — 2013)
Sejam r e R, respectivamente, os raios das circunferéncias menor e maior, e S o centro da circunferéncia menor.
Notamos primeiro que 2r = PB = AB — 4 = 2R — 4, donde tiramos R = r 4 2. No tridngulo retangulo SOQ
temos SQ =7r,0Q0=0C—-3=R—-3=r—-1e0S =0B —SB =R —r =2. O Teorema de Pitdgoras nos da

r2=(r—1)2+22=7r2—2r+5 e segue que 2r = 5, ou seja, r = 5/2 = 2,5. Resposta B.

, segue que z = 9. Usando agora o Teorema de Pitdgoras no tridngulo

C

3cm

D

Figura 27
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197. (Extraido da OBMEP)

Notamos primeiro que o tridngulo POR é equildtero de lado 2cm. Como o segmento RS também mede 2cm, o
triangulo PRS é is6sceles de base PS. ZPRS mede 120°, pois ele é externo ao tridngulo PRQ, igual a soma dos
dois dngulos internos ndo adjacentes, cada um medindo 60°. Logo cada um dos dngulos ZRSP e ZRPS mede
30°, e concluimos que o tridangulo PQS é retangulo em P, com ZPQS = 60° e ZPSQ = 30°. Logo o tridngulo
ABC é retangulo em A com ZABC = 60° e ZACB = 30°, pois seus lados sdo paralelos aos do tridngulo PQS.
Além disso, seu menor lado é AB, oposto ao menor angulo ZACB = 30°. Para calcular o comprimento do
lado AB, basta calcular BT, pois claramente AT = 3cm. Notamos que o tridngulo QBT é retangulo em T.
Como BQ é bissetriz de ZABC, segue que ZTBQ = 30°. Como QT = 1lcm, segue que BQ = 2cm, e o Teorema

de Pitdgoras nos da BT = \/QB2 — QT? = /3, donde AB = 3 + /3. Resposta B.

Figura 29
198. (Extraido da OBM — 2013)

Como AC = 2, temos que AD = DC = 1. Pelo Teo-
rema de Pitdgoras no triangulo DAB, temos AB? =
32 — 12 = 8. Novamente pelo Teorema de Pitdgora,
agora no triangulo ABC, temos BC? = 22 + AB? = 12.
Resposta E.

Figura 30
199. (Extraido da OBMEP)

Colocando AB = x, temos BC =x+1e AC = x +2.
Seja AH = h a altura relativa a BC. Aplicando o
Teorema de Pitdgoras aos tridngulos AHB e AHC
obtemos n? + h? = x? e (x +2)? = m? + h?. Segue
que h* = x> —n? e h* = (x +2)?> — m?, donde (x +
z+2 2)2 —m? = x*> — n?, ou seja, (x +2)% — x* = m? — n?.
Usando a identidade a> — b> = (a+b)(a — b), obtemos
entdo (x+2—x)(x+2+x) = (m+n)(m—n). Como
m+n=x+1,segue que2(2x +2) = (m+n)(m—n),

n o u m . donde 4(x+1) = (m —n)(x+1). Como x+1 # 0
B e . 21Ls
o4l podemos dividir ambos 0os membros desta tltima ex-
Figura 32 pressdo por x + 1 e obtemos finalmente m —n = 4.
Resposta D.
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200. (Extraido da OBM — 2012)
Podemos desenhar uma figura que representa a situagdo do problema:

Figura 33

Sabemos que, em um tridngulo retangulo, o quadrado da altura relativa ao dngulo reto é igual ao produto
das projecdes dos catetos sobre a hipotenusa (Relagdes Métricas no Tridngulo Retangulo). Portanto, 9 = 2x,

9
segue que x = 5 = 4,5. Reposta D.

201. (Extraido da OBM — 2012)

Seja O o centro da semicircunferéncia descrita no
enunciado, P e Q os pontos como na figura e R o
ponto de tangéncia da semicircunferéncia com o lado
AB. Temos que OR = 1 e ORLAB. Como O esta
R na diagonal AC, temos que ZOAB = 45°. Assim,
OA = ORV2 = /2. Além disso, OC é altura e me-
diana relativa a hipotenusa no tridngulo retangulo

B D PQC, cuja hipotenusa é 2. Assim, OC = 1. Portanto,
a diagonal do quadrado vale 1 = v/2 e dai sua drea é
P o ° 1 3+2v2 3
3 (1++2)% = +2\f =5+ V2. Resposta A.
C
Figura 35

202.
a) Sim, pois /ZBAC = ZDAE e ZCBA = ZEDA = 90° (caso Angulo—Angulo).
b) Os lados homélogos sdo: AB e AD; AC e AE; e BC e DE.

¢) Como ZKLM = ZQPM = 53° e ZKML = ZQMP (opostos pelo vértice), entdo AKLM ~ AMPQ, pelo
caso AA.

20 14 12 . ) 0 7 6
203. Comoﬁ—7—Z—2,arazaodesemelhanganou%— 1= =1/2.
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204. O triangulo formado por Jodo e sua sombra e o tridngulo formado pelo poste e sombra do mesmo sdo
semelhantes. Usando a razdo de semelhanca, temos

1,6 x

2 7

2x = 11,2
x = 5,6.

Assim, a altura do poste é 5, 6m.

205. Como MNPQ é um quadrado, entdo PQ//MN//BC, o que implica que AABC AAPQ. Chamando o
lado do quadrado de x e aplicando a razdo de semelhanga, temos

12 X
8  8—x
8x = 96— 12x
24
x —_— g.

206. Tragando raios ligando os centros das circunferéncias aos pontos de tangéncias, obtemos a figura abaixo.

G

Figura 41

Perceba que AABF AACG. Chamando a distancia entre os centros de x e aplicando a razdo de semelhanga,
temos

7 _ 7+ x
3 5
214+3x = 35
14
X = ?

207. (Extraido da Video Aula)
Como ZECD = LACB e LABC = ZEDC = 90°, os tridngulos AABC e AEDC sao semelhantes. Aplicando a
razdo de semelhanga, temos:

20 _ 15
15  DE
20DE = 225
45

DE = —.
4
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208. (Extraido da Video Aula)
Como os tridngulos ACED e ADFB sao semelhantes, pois ZCED = ZDFB = 90° e ZCDE = ZDBF, vamos
aplicar a razdo de semelhanga, chamando o lado do quadrado de x. Temos entdo

4—x X
x  6-—x
X = 24—10x + x?
2
r = <.
. ] , 48
Assim, temos que o perimetro do quadrado AEDF é 5

209. (Extraido da Video Aula)
Fazendo EF = x, FB = y, temos FM = 10 — y. Podemos observar a semelhanga dos tridngulos AADB e
AFEB, além dos tridngulos ACBM e AEFM. Aplicando a razdo de semelhanga em ambos os casos, obtemos

Y _ X
o sistema { 20 12
10-y _ x
0 12
5x —=3y =0
Simplificando, chegamos ao sistema equivalente
5x + 6y = 60

Segue que EF = x = 4.

210. (Extraido da Video Aula) Nomeando alguns pontos importantes, obtemos a figura abaixo.

A
B c
D E
9 x 4 N
Figura 46

Como os triangulos AABC e ACDE sao semelhantes, vamos aplicar a razdo de semelhanga.

AB  BC
CD = DE
9-x  x
x—4 4
¥ —4x = 36—4x
x> = 36
X1:—6
XQ:6.

Como trata-se de comprimento de segmento, temos, como solugdo, apenas x = 6.
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211. (Extraido da Video Aula)

Tracando o didmetro AD e, em seguida, DC, obtemos Como ZABH = /ABH e ZADC sdo angulos inscritos
a figura abaixo. que “olham”para o mesmo arco, entdo eles sdo congru-
entes. Além disso, ZACD = ZAHB = 9(0° e, portanto,
AACD AAHB. Aplicando a razdo de semelhanga e
chamando a medida do raio de r, temos

AD _ AC
AB  AH
> 12
10 4
B au c 8 = 120
r = 15.

Figura 48

212. (Extraido da Video Aula)

Tracando um raio de M até o ponto de tangéncia entre HB e a semicircunferéncia e chamando-o de D, temos
AABH AMBD, segue que AH = 2r, sendo r a medida do raio, pois M é ponto médio e MD é base média.
Aplicando o Teorema de Pitadgoras aos tridngulos ABHA e AABH, chegamos ao sistema:

HB? + (10 — 2r)? = 10?

HB? + (2r)? = 62
Resolvendo-o, obtemos r = 9/10cm.

213. (Extraido da Video Aula) L
Tracando os segmentos BN e PK, sendo este perpendicular a AD, temos os tridngulos retangulos AABN e
AAKP, que sdo semelhantes. Observe a figura.

A M N P Q
Figura 51

Fazendo BC = CD = 2x, temos CK = KD = x, pois K é ponto médio. Como AABN AAKP, temos a seguinte
razdo de semelhanga.

AP AK
AN ~  AB
3AM  36—x
2AM ~— 36—4x

72—-2x = 108 —12x

x = 18/5.

Concluimos que CD = 36/5.
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214. (Extraido da Video Aula)
Como ﬁ//AQ entéilDEB = LZACB = 2«a. Pelo Teorema diAngulo Externo, ZCDE = « e, por
consequéncia, CE = DE, pois ACDE é isésceles. Como DE//AC, temos, pelo Teorema de Tales, que

AD E D BD
DE = (%:1% (1). Além disso, pelo Teorema da Bissetriz Interna, temos GC = BC (2). Por (1) e (2), temos
DE =

m+n

215. (Extraido da OBM — 2014)

Pelos pontos E e D, respectivamente, trace paralelas ao lado AC, determinando os pontos H e I sobre
HE HE EB 2x
FB. ja AB = . T AEHB ACFB e ANIDB AFAB Q= = — = —

o segmento Seja 3x. Temos CFB e , dai o £C BC 3z ©

ID ID DB X EG HE
— = =—=—."P HE =4 ID = . AGID ANHGE === —— =
” A 1B = 3% ortanto, x/3 e x/3. Como AG GE, segue que cD D
4x/3 _ 4

x/3

216. (Extraido da OBM — 2013)
Trace a diagonal AC que intersecta DB no ponto O. Sendo ABCD um quadrado, O é o centro da circunferéncia.
Observe que Z/CMA = 90° e ZPOA = ZDOA = 90°. Logo, pelo caso AA, os triangulos AOP e AMC sédo

40 0 ou seja, AP = 36.

—P—— ée uivalentea——:i
AC ~ am’ € 60 50

semelhantes e, portanto,

M
Figura 55
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