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Reunindo os resultados até agora discutidos, note que determinamos
existéncia (de modo algoritmico)

da constante ciclica minimal m(c)
e de corretor u: V(G) — R,



Reunindo os resultados até agora discutidos, note que determinamos
existéncia (de modo algoritmico)

da constante ciclica minimal m(c)
e de corretor u: V(G) — R,

de modo que o custo renormalizado
E(Ia./) = C(’v./) + U(I) - U(_/) - m(c) > 07 v (I7J) € A(G)v

verifica
¢71(0) > M(c) (entre os ciclos em G).

(Isto pode ser obtido apenas com os resultados discutidos na aula 02.)



Descrevemos o algoritmo de Floria-Griffiths (aula 03) que determina
simultaneamente par
(m(c), u)



Descrevemos o algoritmo de Floria-Griffiths (aula 03) que determina
simultaneamente par
(m(c), u)

com a ajuda de operador de Lax-Oleinik, isto é , de operador T, agindo
sobre as fungdes f : V(G) — R por

Tef(j) = min [f(i) + c(i, /)],  Vje V(G).
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Ademais, finalizamos o processo de renormalizagdo do custo original c.



Ademais, finalizamos o processo de renormalizagdo do custo original c.
Para isso garantimos existéncia de corretor separante v, para o qual o
custo

¢(ig) = ei,g) +v(i) = v()
= (i) + (w+v)(i) = (u+v)(), v (i,J) € A(G),

satisfaz
¢ 1(0) = M(c) (entre os ciclos de G).



Ademais, finalizamos o processo de renormalizagdo do custo original c.
Para isso garantimos existéncia de corretor separante v, para o qual o
custo

¢(ig) = ei,g) +v(i) = v()
= (i) + (w+v)(i) = (u+v)(), v (i,J) € A(G),

satisfaz
¢ 1(0) = M(c) (entre os ciclos de G).

Nesta aula, tratamos de outra classe especifica de corretores:

os corretores calibrados.
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Resumo:

e Introduzimos a classe dos corretores calibrados, a qual esta
associada ao operador de Lax-Oleinik T, e possibilita descrever o
comportamento assintético de autovetores de Perron-Frobenius

normalizados.




Resumo:

e Introduzimos a classe dos corretores calibrados, a qual esta
associada ao operador de Lax-Oleinik T, e possibilita descrever o
comportamento assintético de autovetores de Perron-Frobenius
normalizados.

e Investigaremos propriedades de tais corretores, bem como
consequéncias para o problema dos pontos de entrega.
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Resumo:

e Introduzimos a classe dos corretores calibrados, a qual esta

associada ao operador de Lax-Oleinik T, e possibilita descrever o
comportamento assintético de autovetores de Perron-Frobenius

normalizados.

e Investigaremos propriedades de tais corretores, bem como

consequéncias para o problema dos pontos de entrega.

\ / |
Prova: Sobre o contelido apresentado nas aulas 01 a 04.
(O topico da aula 05 ndo serd cobrado nesta avaliacéo.)
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Corretores calibrados

Esta classe de corretores distingue-se por
incorporar a desigualdade de correc3o, isto &,
u(j) < u(i) +c(i,j) —m(c),  V(ij)eG

a exigéncia de a igualdade ser verificada para cada vértice j,
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incorporar a desigualdade de correc3o, isto &,
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a exigéncia de a igualdade ser verificada para cada vértice j,

como uma obrigatoriedade de “calibracao”.
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Corretores calibrados @

Esta classe de corretores distingue-se por

incorporar a desigualdade de correcdo, isto €,
u(j) < u(i) +c(i,j)—m(c),  V(ij)eG
a exigéncia de a igualdade ser verificada para cada vértice j,

como uma obrigatoriedade de “calibracao”.

Definicao
Um corretor u : V(G) — R associado a fungdo custo c¢ é dito ser
calibrado se satisfaz a igualdade

u(j) = min [u(i) + c(i,j) — m(c)]

.. .G .
iii—j

para todo j € V(G).
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Observagio

Na aula 03, para apresentar o algoritmo de Floria-Griffiths, fazemos uso
de operadores de Lax-Oleinik

Te—me)f(j) = mgn[f(i) + c(i,j) — m(c)], Vje V(G).

ii—=j
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Observagdo
Na aula 03, para apresentar o algoritmo de Floria-Griffiths, fazemos uso
de operadores de Lax-Oleinik

Te—me)f(i) = mgn[f(i) + c(i,j) — m(c)], Vje V(G).

ii—=j
Assim, u é corretor associado ao custo c se, e sO se,

u< Tc_m(c) u.



Otimizagcdo de Médias sobre Grafos Orientados
Aula 05 — Corretores calibrados

Observacao

Na aula 03, para apresentar o algoritmo de Floria-Griffiths, fazemos uso
de operadores de Lax-Oleinik

Te—mie)f() = mgn[f(i) + c(i,j) — m(c)], Vje V(G).

ii—=j
Assim, u é corretor associado ao custo c se, e sO se,
u< Tc_m(c)u.

Além disso, é evidente que corretores calibrados correspondem a pontos
fixos de operadores de Lax-Oleinik, ou melhor,

u é corretor calibrado para c se, e sé se, u= Tc_p)U.
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Exemplo

Considere o problema de distribuicdo com quatro pontos de entrega.

B B~ O *
B W x O
o * W W
* BN D
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Considere o problema de distribuicdo com quatro pontos de entrega.

B B~ O *
B W x O
o * W W
* BN D

A constante ciclica minimal associada é m(c) = 3 e um corretor, como
apresentado anteriormente, é dado por

u=(1,1,1,0).
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Exemplo

Considere o problema de distribuicdo com quatro pontos de entrega.

B B~ O *
B W x O
o * W W
* BN D

A constante ciclica minimal associada é m(c) = 3 e um corretor, como
apresentado anteriormente, é dado por

u=(1,1,1,0).

N3o é dificil verificar que se trata na verdade de um corretor calibrado.
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exibir corretores calibrados partindo de um ponto de vista assintético,
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Nosso principal objetivo serd

exibir corretores calibrados partindo de um ponto de vista assintético,

isto é, mostrar que pontos de acumulagdo de uma familia de autovetores
de Perron-Frobenius (a ser definida) fornecem corretores desta classe.
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Ponto de Vista Assintético Q_

Nosso principal objetivo serd

exibir corretores calibrados partindo de um ponto de vista assintético,

isto é, mostrar que pontos de acumulagdo de uma familia de autovetores
de Perron-Frobenius (a ser definida) fornecem corretores desta classe.

Definicao
Dado um custo ¢, considere a familia de matrizes {L;}:~o definidas sobre
#V(G) x #V(G) cujas entradas sdo dadas por

L e—tclii)  ge (i,)) € A(G)
Lt( 7./) _ {0 se (I,_j) ¢ A(G) .
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Para a fung¢do custo descrita por

*x 2 1 =2

10 x % %
=01 % o« x|

8 x x %

é facil obter que m(c) = 1.
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Exemplo

Para a fung¢do custo descrita por

*x 2 1 =2

10 x % %
=01 % o« x|

8 x x %

é facil obter que m(c) = 1.

A familia de matrizes associadas vem a ser simplesmente

0 e—2t e—t e2t

L 1 0 0 0
T et 0 0 0
e 8t 0 0 0

t>0
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Para a fung¢do custo descrita por

*x 2 1 =2

10 x % %
=01 % o« x|

8 x x %

é facil obter que m(c) = 1.

A familia de matrizes associadas vem a ser simplesmente
O e—2t e—t e2t

0 0
0 0
0 0

o O O

t>0

Estamos interessados no comportamento assintético em escala
logaritmica de autovalores e autovetores desta familia.
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Observe que o polindmio caracteristico da matriz transposta

Exemplo

0 1 et e

g e 0 0 o
T et 0 O 0
et 0 0 0
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2% 0 0 0

¢ pe(Q)=C[¢% — (7% + 267,
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Observe que o polindmio caracteristico da matriz transposta

e 0 0 o
L=l 0 0o o
2% 0 0 0

¢ p(Q) =P~ (e7% + 27,
o qual possui como raizes
G =¢=0,
Ga=—Ve Ot +2e 2 e
Ca =V e 04 2e2t
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Observe que o polindmio caracteristico da matriz transposta

gr_le® 0 0 o0
tT et 0 0 0
% 0 0 0

& pe(Q) = C[¢% — (7% +2e7%)],

o qual possui como raizes

Ga=06=0,
Ga=—Ve Ot +2e 2 e
Ca =V e 04 2e2t

Denote o autovalor positivo por k; = v/e=0t + 2e—2t
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Exemplo

Note agora que o comportamento assintético deste autovalor é igual

1 1
— lim Zlogk: = — lim = log\/e6t 4 2e—2t
t t—oo t

t—o0
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Exemplo

Note agora que o comportamento assintético deste autovalor é igual
1 .1
— lim =logk; = — lim = log+/e=6t + 2¢—2t
t—oo t t—oo t
o1
— lim = loge fve 4t +2
t—oo t
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Note agora que o comportamento assintético deste autovalor é igual

1 1
— lim : log Ky = — lim : log \/ 6t + 2e—2¢

t—o0 t— 00
1
=— lim Zloge e 4t 42
t—oo t
1 1
=— lim ~loge " — lim ~logy/ e 4t +2
t t—oo t

t—00
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Note agora que o comportamento assintético deste autovalor é igual

1 1
— lim : log Ky = — lim : log \/ 6t + 2e—2¢

t—o0 t— 00
1
=— lim Zloge e 4t 42
t—oo t
1 1
=— lim ~loge " — lim ~logy/ e 4t +2
t t—oo t

t—00

=1+0= m(c).
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plo

Note agora que o comportamento assintético deste autovalor é igual

1 1
— lim : log Ky = — lim : log \/ 6t + 2e—2¢

t—o0 t— 00
1
=— lim Zloge e 4t 42
t—oo t
1 1
=— lim ~loge " — lim ~logy/ e 4t +2
t t—oo t

t—00

=1+0= m(c).

Considere o sistema L]y = k.Y, dado explicitamente por

votyse ttye ¥ = kiy
vie?t = kiy
—t )
yi€ = KtY3
vie*t = Ky

cuja solugdo fornece o autovetor associado.
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e—2t e—t

Ve = (ve(1), ve(2), ve(3), ve(4)) " = (1, - —6—2t>T

Rt Kt




Otimizagcdo de Médias sobre Grafos Orientados
Aula 05 — Corretores calibrados

Exemplo

Resolvendo o sistema linear apresentado, obtemos

e—2t e—t

Ve = (ve(1), ve(2), ve(3), ve(4)) " = (1, = e—2t>T :

Rt Rt Kt

Denotando por u(i) := — lim;_.o 1 log v¢(i), obtemos

u= (u(1),u(2),u(3),u(4))" =(0,1,0,-3).
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Exemplo

Resolvendo o sistema linear apresentado, obtemos

e—2t e—t

Ve = (ve(1), ve(2), ve(3), ve(4)) " = (1, = e—2t>T :

Rt Rt Kt

Denotando por u(i) := — lim;_.o 1 log v¢(i), obtemos
u= (u(1),u(2),u(3),u(4))" =(0,1,0,-3)".
Além disso, o vetor u é um corretor calibrado para o custo

=2

* X *¥ N
* ¥ ¥ =

o~ O *
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Resolvendo o sistema linear apresentado, obtemos

e—2t e—t

Ve = (ve(1), ve(2), ve(3), ve(4)) " = (1, = e—2t>T :

Rt Rt Kt

Denotando por u(i) := — lim;_.o 1 log v¢(i), obtemos
u= (u(1), u(2),u(3),u(4))” = (0,1,0,-3)T.

Além disso, o vetor u é um corretor calibrado para o custo

x 2 1 =2
|0 x x %
=11 % o« o«

8 *x x %

Veremos que sao vilidas as propriedades relativas ao comportamento
assintético de autovalores e autovetores da familia {L] }+>o descortinadas
no exemplo acima.
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todas as entradas para todas as matrizes serem ndo negativas.
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todas as entradas para todas as matrizes serem ndo negativas.

Apresentamos um resultado classico da teoria de matrizes ndo negativas.

Teorema (Perron-Frobenius)

Seja L uma matriz quadrada, de entradas ndo negativas e irredutivel.
Entao,
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todas as entradas para todas as matrizes serem ndo negativas.

Apresentamos um resultado classico da teoria de matrizes ndo negativas.

Teorema (Perron-Frobenius)

Seja L uma matriz quadrada, de entradas ndo negativas e irredutivel.
Entao,

® LV, = k1Vy, para algum k; > Q e algum vetor V| com estradas
positivas;

Em particular, k; e V) serdo denominados, respectivamente, autovalor e
autovetor de Perron-Frobenius.
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Entao,
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Em particular, k; e V) serdo denominados, respectivamente, autovalor e
autovetor de Perron-Frobenius.
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todas as entradas para todas as matrizes serem ndo negativas.

Apresentamos um resultado classico da teoria de matrizes ndo negativas.

Teorema (Perron-Frobenius)

Seja L uma matriz quadrada, de entradas ndo negativas e irredutivel.
Entao,

® LV, = k1Vy, para algum k; > Q e algum vetor V| com estradas
positivas;

® o autovalor k| € geometricamente simples;
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Em particular, k; e V) serdo denominados, respectivamente, autovalor e
autovetor de Perron-Frobenius.
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Caracteristica marcante na familia {L] };~o é o fato de

todas as entradas para todas as matrizes serem ndo negativas.

Apresentamos um resultado classico da teoria de matrizes ndo negativas.

Teorema (Perron-Frobenius)

Seja L uma matriz quadrada, de entradas ndo negativas e irredutivel.
Entao,

® LV, = k1Vy, para algum k; > Q e algum vetor V| com estradas
positivas;

® o autovalor k| € geometricamente simples;

© os Unicos autovetores nao nulos de L com entradas ndo negativas
sdo os miiltiplos escalares de vy ;

O k. € o autovalor maximal em valor absoluto, ou melhor, se |1 # k| €
um autovalor de L, entdo |u| < ki.

Em particular, k; e V) serdo denominados, respectivamente, autovalor e
autovetor de Perron-Frobenius.
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Resultado principal

Denote n = #V/(G). Considere as familias

{Kt}e>0 e {\7} = (vt(l),...,vt(n))}

t>0
formadas, respectivamente, por autovalores e autovetores de
Perron-Frobenius de cada uma das matrizes pertencentes a familia de
matrizes transpostas {L]},. .
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Resultado principal Q_

Denote n = #V/(G). Considere as familias

{kedoo e {7= (u(D o n(m) }

t>0

formadas, respectivamente, por autovalores e autovetores de

Perron-Frobenius de cada uma das matrizes pertencentes a familia de
g T

matrizes transpostas {L]},. .

Observacio

Para que V; esteja bem definido, levamos em conta também w; autovetor
a direita da matriz L; associado ao autovalor k; e demandamos que

n

> ve(k)we(k) =1 e vi(l)=1  Vt>0.
k=1
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O comportamento assintético em escala logaritmica de tais autovalores e
autovetores de Perron-Frobenius fornecem o seguinte relevante resultado.

Teorema
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O comportamento assintético em escala logaritmica de tais autovalores e
autovetores de Perron-Frobenius fornecem o seguinte relevante resultado.

Teorema

@ Em termos dos autovalores de Perron-Frobenius, a constante ciclica
minimal pode ser caracterizada como

1
m(c) = — tILn;O : log k.
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O comportamento assintético em escala logaritmica de tais autovalores e
autovetores de Perron-Frobenius fornecem o seguinte relevante resultado.

Teorema

@ Em termos dos autovalores de Perron-Frobenius, a constante ciclica
minimal pode ser caracterizada como

1
m(c) = — tILn;O : log k.

@ As familias {1 log v¢(i)}¢s0, i € {1,..., n}, admitem pontos de
acumulagdo quando t — oc.
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O comportamento assintético em escala logaritmica de tais autovalores e
autovetores de Perron-Frobenius fornecem o seguinte relevante resultado.

Teorema
@ Em termos dos autovalores de Perron-Frobenius, a constante ciclica
minimal pode ser caracterizada como

1
m(c) = — tILn;O : log k.

@ As familias {1 log v¢(i)}¢s0, i € {1,..., n}, admitem pontos de
acumulagdo quando t — oo. Para toda sequéncia de niimeros reais
{tx}ken, com tx — 0o, com respeito a qual existem os limites

1
u(i) := — lim — log v, (1), Vi=1,...,n,
k—oo ty
o vetor u := (u(1),...,u(n)) assim obtido é um corretor calibrado

para o custo c.
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Demonstracao

1
m(c) = — tll)r’go ; log K.
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Primeiramente, queremos garantir que

Demonstracao

1
m(c) = — tll)rgo : log K.

Tal item seguira de forma imediata da proposicdo.

Proposicao

Para todo t > 0, verifica-se

1 1
m(c) — : log n®> < 5 log kt < m(c).
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Primeiramente, queremos garantir que

Demonstracao

1
m(c) = — tll)n;o : log K.

Tal item seguira de forma imediata da proposicdo.

Proposicao

Para todo t > 0, verifica-se
1 5 1
m(c) — : log n® < 5 log kt < m(c).
Para a demonstracdo esta proposi¢do, inicialmente, considere a aplicacdo

(ZS(X) =X IOgX7

colocando ¢(0) = 0 (de modo que seja continua sobre [0, 1]).
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Também necessitaremos do seguinte lema.

Lema

Sejam «y, . ..,y nimeros reais. Sobre o conjunto simplexo
{(xt,.-.,xm) ER™:x; >0, Y7, x; = 1}, a fungio

m m
F(xiy.. s Xm) == — E x; log x; + g X
i=1 i=1

atinge seu mdximo valor log """ | e somente no ponto

i=1
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Também necessitaremos do seguinte lema.

Lema

Sejam «y, . ..,y nimeros reais. Sobre o conjunto simplexo
{(xt,.-.,xm) ER™:x; >0, Y7, x; = 1}, a fungio

m m
F(xiy.. s Xm) == — E x; log x; + g X
i=1 i=1

atinge seu mdximo valor log """ | e somente no ponto

i=1

Observacao

Na verdade, este resultado trata-se de uma versao elementar de
fundamental principio maximal empregado no estudo de estados de Gibbs
em mecanica estatistica do equilibrio.
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Investigamos agora primeira afirmag¢do do segundo item:

{%Iog Vt(i)}t>0, ie{l,...,n}

admite pontos de acumulagdo quando t — oc.
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Investigamos agora primeira afirmag¢do do segundo item:
1 . .
— log v¢(i) ) ie{l,...,n}
t t>0
admite pontos de acumulagdo quando t — oc.

Visto que impomos v;(1) = 1 para todo t > 0, a afirmag&do acima é uma
consequéncia direta da préxima proposicao.

Existe constante K(c,n) > 0 tal que
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Investigamos agora primeira afirmag¢do do segundo item:
1 . .
— log v¢(i) ) ie{l,...,n}
t t>0

admite pontos de acumulagdo quando t — oc.

Visto que impomos v;(1) = 1 para todo t > 0, a afirmag&do acima é uma
consequéncia direta da préxima proposicao.

Existe constante K(c,n) > 0 tal que

Observagao

Ferramentas matematicas mais sofisticadas garantem que ha
convergéncia no limite em quest3o, isto é, que em escala logaritmica
autovetores de Perron-Frobenius de fato convergem.
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A parte restante do segundo item é detalhada a seguir.

A fun¢io u: V(G) — R cujos valores funcionais s3o dados pelos limites

1
u(i) == — lim - log ve, (1), Vie V(G),
k

k— o0

vem a ser um corretor calibrado para c.
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A parte restante do segundo item é detalhada a seguir.

A fun¢io u: V(G) — R cujos valores funcionais s3o dados pelos limites

1
u(i) ;== — lim - log ve, (1), Vie V(G),
k

k— o0

vem a ser um corretor calibrado para c.

Para isto mostrar, introduzimos a escritura

ve(i) = e~ &) e ke = e '™,
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A parte restante do segundo item é detalhada a seguir.

A fun¢io u: V(G) — R cujos valores funcionais s3o dados pelos limites

1
u(i) ;== — lim - log ve, (1), Vie V(G),
k

k— o0
vem a ser um corretor calibrado para c.
Para isto mostrar, introduzimos a escritura
ve(i) = e~ &) e ke =€ '

Observe que o fato de estarmos lidando com autovetores e autovalor da
matriz LT (isto é, LTv; = Kkev)
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A parte restante do segundo item é detalhada a seguir.

A fun¢io u: V(G) — R cujos valores funcionais s3o dados pelos limites

1
u(i) ;== — lim - log ve, (1), Vie V(G),
k

k— o0

vem a ser um corretor calibrado para c.
Para isto mostrar, introduzimos a escritura
ve(i) = e~ &) e ke =€ '

Observe que o fato de estarmos lidando com autovetores e autovalor da
matriz L] (isto é, LTv; = k;v¢) se traduz entdo como

Z M(i’j)e—flc(iyj)-*-gr(i)] — e—f[gr(j)-*-ﬂr]7 Vj=1,...,n,
i=1

onde M é a matriz de transi¢do associada ao grafo G.
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Em particular, de

S M(i, j)e et a8 — 1
i=1

segue que

c(i,j) +&li) —&l) —m =0 V(iJj) € AG),
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Em particular, de
n
Z M(i, j)e~ i) e —gl)—md — 1
i=1
segue que
C(I7J)+gt(’)_gt(./)_ﬂ-t20 V(I,J)EA(G),
ou melhor,

min [¢(i, /) + g:(7) — &:()] = 7.

1—J
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Em particular, de
n
E M(,"j)e*f[C(iJ)Jrgt(i)*gtU)*Wt] -1
i=1

segue que
c(ij) + &) — &) —m >0 V(i,j) € A(G),

ou melhor,
mG|n [c(i,)) + &:(i) — & (/)] = me.

1—J

Note ent3o que, ao passar ao limite na expressao acima, obtemos

min [c(7,j) + u(i) — u(i)] > m(c),

11—
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Em particular, de
n
Z M(,"j)e*f[C(iJ)Jrgt(i)*gt(f)*Wt] -1
i=1
segue que
C(I7J)+gt(’)_gt(1)_ﬂ-t20 V(I,J)EA(G),
ou melhor,

min [¢(i, /) + g:(7) — &:()] = 7.

1—J

Note ent3o que, ao passar ao limite na expressao acima, obtemos

min [c(7,j) + u(i) — u(i)] > m(c),

11—

ou seja, u é um corretor para o custo c.
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Suponha que u n3o fosse um corretor calibrado,
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Suponha que u n3o fosse um corretor calibrado, existiria vértice
J € V(G) para o qual valeria

min [e(7.J) + (i) — u(j) ~ m()] =7 > 0.

1—J
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Suponha que u n3o fosse um corretor calibrado, existiria vértice
J € V(G) para o qual valeria

min [e(7.J) + (i) — u(j) ~ m()] =7 > 0.

1—J

Porém, isto provocaria, para k suficientemente grande, a evidente
contradicdo

1= Z M(,"j)e*tk[c(f,ngrk(i)*gtk(j)*mk]
i=1

n
<3 M et
i=1
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Suponha que u n3o fosse um corretor calibrado, existiria vértice
J € V(G) para o qual valeria

min [e(7.J) + (i) — u(j) ~ m()] =7 > 0.

1—J

Porém, isto provocaria, para k suficientemente grande, a evidente
contradicdo
n
1= Z M(i’j)e*tk[c(f,j)+gtk(")*gtk(j)*"frk]

i=1

n
<3 M(ijenE 2o,
i=1
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e Apresentamos os principais conceitos da dlgebra min-plus:

- conjunto real min-plus;
- espag¢o n-dimensional min-plus;
- algebra matricial min-plus.
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[

e Apresentamos os principais conceitos da dlgebra min-plus:
- conjunto real min-plus;
- espag¢o n-dimensional min-plus;
- algebra matricial min-plus.
e |nvestigamos os pormenores destas estruturas e comparamos com a
algebra usual.
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