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Exemplo 6: distribuicao espacial de arvores

m Os dados a seguir (extraidos de Andrade e Ogliari (2010)) se
referem ao nimero de arvores por quadrante da espécie Guapira
opposita, obtidos de um estudo realizado com o objetivo de verificar

a distribuicdo espacial dessa espécie num local de restinga.

m Foram considerados um total de 94 quadrantes e contou-se o
nimero de quadrantes com zero drvores, uma arvore, duas arvores,
assim por diante.

m Na dltima categoria foram contabilizados todos os quadrantes que

apresentaram pelo menos nove arvores.
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Exemplo 6 (cont.)

m As hipdteses de interesse s3o:
m Hp : A espécie se distribui aleatoriamente na regido (a probabilidade
de uma arvore ocorrer em qualquer ponto da regido é a mesma e

independe de qualquer outra drvore).

m Hi : A espécie ndo se distribui aleatoriamente.

m Equivalentemente:

m Hp : A distribui¢do de Poisson (discutivel) é apropriada para modelar
o comportamento (aleatdrio) da dispersdo espacial.
m H; : A distribuicdo de Poisson n3o é apropriada para modelar o

comportamento (aleatério) da dispersdo espacial.
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Dados

Quantidade de arvores por quadrante (x)  (/;) quantidade de quadrantes com x &rvores

0 6
1 18
2 23
3 19
4 11
5 6
6 5
7 4
8 1
9 1

x : nimero de arvores por quadrante, x € {0,1,...,9}; Y; : nimero de

4rvores no i-ésimo quadrante, i = 1,2, ...,94. Sob Ho, Y; "% Poisson()).
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Exemplo 6 (cont.)

m A estatistica para testar a aderéncia (adequabilidade) é

Q= ZJ'":l (N"EJ_E")Z. N; é a frequéncia observada de quadrantes
(quantidade de Y/s) com determinada quantidade de drvores (m =
9). Ej é a quantidade esperada (sob Hp) de quadrantes com
determinada quantidade de drvores (quantidade esperada de Y/s sob
a validade do modelo de Poisson).

m Temos que: £, =94 x P(Y =),j=0,1,2,..,9,

Y ~ Poisson()), A = = ?:of x Nj =2,87.

m Para calcular A\ consideramos uma média ponderada de sorte que, na

Ultima categoria x; = 9.
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llustracao da estrutura dos dados




Dados e analise

X N; Prob. de Poisson Num. esperado de quadrantes
0 6 0,0566 5,3172
1 18 0,1625 15,2729
2 23 0,2333 21,9345
3 19 0,2234 21,0011
4 11 0,1604 15,0806
5 6 0,0922 8,6633
6 5 0,0441 4,1473
7 4 0,0181 1,7018
8 1 0,0065 0,6110
9 1 0,0021* 0,1950

(* Calculada para x; = 9). Nesse caso, gy = 9,59 e
p — valor = P(Q > 9,59|Ho) = 0,4772, Q ~ x3. Assim, n3o rejeitamos a

hipétese de distribuicdo espacial aleatéria.
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Voltemos ao Exemplo 3: estudo sobre a inclinacao

(identificacdo) partidaria estadunidense

m Tabela de contingéncia (2 X 2) com os resultados da pesquisa.

Inclinagdo partidaria

Democrata Republicano  Total

Género  Feminino 762 468 1230
Masculino 484 477 961
Total - 1246 945 2191

m Pergunta: as propor¢des de pessoas para cada inclinagcdo partiddria é

a mesma entre os géneros?
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Produto de binomiais (condicionalmente) independentes

m A tabela anterior é uma realiza¢do (amostra) possivel, oriunda da

seguinte estrutura:

Inclinagdo partidaria

Democrata Republicano Total
Género  Feminino N11(6011) N12(012) ni. = 1230
Masculino N1 (621) N2z (622) no, = 961
Total - N1 N, n. = 2191
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Exemplo 3 (cont.)

m Ja vimos que, nesse caso, as hipdteses de homogeneidade e

independéncia sdao equivalentes.

m H3 outras formas de se quantificar (testar) a dependéncia.

011 021
m Chances: \; = el .
YT T 16
m )\; quantifica o qudo mais (A > 1) ou menos (A < 1) provével é um
eleitor do género feminino ter uma inclinacdo “democrata” em

relacdo a ter uma inclinacao “republicana”

m Analogamente, para A\, (género masculino). Note que

A € (0,00),i=1,2.
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Exemplo 3 (cont.)

m Raz3o de chances:

Mo
1_
T=—="" 7€(0,00).
A2 021
1—62

m Quantifica o qudo maior (7 > 1) ou menor (m < 1) é a chance de
um eleitor do género feminino ter uma inclinagdo “democrata” em
relacdo a ter uma inclinacdo “republicana”, comparado com a

equivalente chance para o género masculino.

m Podemos provar que 611 = 651 (independéncia) <+ m = 1 (exercicio).
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Exemplo 3 (cont.)

m Podemos, entdo, verificar (e quantificar) a existéncia de dependéncia
testando as hipdteses Hy : m =1 vs Hy : m # 1.

m Equivalentemente, podemos testar Hy : 7 =Inm =0 vs
Hi:n=Inm #0.

m Temos que o estimador de maxima verossimilhanca de 1 é dado por

‘/9\11
~ ~ —0, Ni1Noo
f=hz=In|Z% | =n {222 ) = In Nyg+In Noo—In Nip—In Nog,
021 N1oNoy
1—62

~ N-: A .
em que 6;; = —'l,i = 1,2, devido a propriedade da invariancia dos
n:

estimadores de MV.
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Exemplo 3 (cont.)

m A distribuic3o assintética de 7] se aproxima mais de uma distribuicio
normal do que a distribuicdo assintética de 7, para um mesmo

conjunto de dados.

m Isso ocorre, essencialmente, porque 7] € (—o0, c0) enquanto que
7 € (0,00). Além disso, a distribuicdo de 7 é menos assimétrica do

que a distribuicdo de 7.

m Para n; ,i = 1,2 suficientemente grandes, temos que 7 =~ N(7, af,),
5 1 1 1 1 o (s
emque 0y = — + — + — + — (é a estimativa de méaxima
N M2 N1 N2
verossimilhanga da varidncia assintética de 7).
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Exemplo 3 (cont.) Metodologias assintéticas

m Portanto, IC(n,y) = [ — Zi0y; 0+ Zl—TwO'n], em que
P(Z > ZI—T-y) = I_T'Y e 0, = /02, lembrando que /C(7,~)
representa um intervalo de confianca (nesse caso assintético) para n
com coeficiente de confianga (aproximado) +.

m Um teste para testar Hy : 7 =19 vs Hy : 1 # no é, rejeitar Hy se
p — valor < a, em que p — valor = 2P(Z > |z:||Hp), em que z; é o

valor calculado da estatistica

Z, =17 7~ N(0,1).
O
m Também podemos obter uma aproximacdo numérica da distribuicdo

de 7] por reamostragem.
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Método delta univariado

m Considere uma tabela gerada por uma multinomial (os resultados
valem, com as devidas adaptagdes, para o modelo produto de
multinomiais).

, ~ N

m Temos que o emv de cada §; é dado por 8 = —.

n.

m Para n_ suficientemente grande

N (11— 0
9’1 ~N (91]7 9’](” 9U)>

ou, de modo equivalente,

~ D
Vi (8= 05) 25 N(0,0;(10;))
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Método delta univariado

m Defina 7;; = h(0;;) = 0;; (1 — 6j;). Pelo principio da invaridncia,
temos que o emv de 7;; é Tj; = 5,-1- (1 - 5,1)

m Qual a distribui¢do assintética de 77

m A obtencdo pode ser feita através do método Delta (univariado).

m Seja 6 uma varidvel aleatéria de sorte que, para n suficientemente

grande,
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Aplicacao

~

m Defina 7 = g(0). Ent3o, para n suficientemente grande,
7~ N(g(6). o [W(O)),
d
em que ¥ (0) = @g(ﬁ).
m Nesse caso, g(0;) = 0;;(1 — 0j) e ¥(6;) = 1 — 26j;.

m Assim, para n_ suficientemente grande,

05(1 —05)(1 — 290’)2>

n.

g(0y) ~ N <91j(1 —0;),
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Método delta multivariado

m Seja 6 = (51, 0>, ,,,ﬁp)/ de sorte que, para n suficientemente grande

6~ N,(6,X%).

o~ ~ ~

m Defina 7 = (g1(0), £2(0), ..., g-(0))’, entdo, para n suficientemente

grande,
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Método delta multivariado

H e
[ 560 spad) Fra®) .. sra() |
0 0 0 0
v— ngz(e) Wzgz(e) %gz(e) ngz(g)

3%&(0) 3%&(0) 8%351,(9) 8%7&(0)

Prof. Caio Azevedo

Testes de hipétese para tabelas de contingéncia: parte 2 (testes de aderéncia e medidas de associacdo/dependéncia)



Aplicacao

m Estimador do log da raz3o de chances (produto de multinomiais):
A O .
™ = )\7;7>\,': 17710”-71 = 1,2e77:|n7r.

m Temos que o estimador de mdxima verossimilhanca de n é dado por

—6; N1 Nop
P=mh7=In|Z5 | =in{ 22 = InNp+In Nop—In Nio—In Nog,
n By NyoNos 11 22 12 21
1-602
~ Nip . N . : A
em que 0;; = ,i =1,2, devido a propriedade da invariancia dos

estimadores de MV.
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Aplicacao

m |déia: queremos obter a distribuicdo assintdtica de

InT = |nX1 — |nX2, em que InX,- =In 1@3,.1”.: 1,2.

m Como X,-, i = 1,2 sdo mutuamente independentes e sdo fungdes
n3o-lineares de 6;, aplica-se 0 método em cada um (separadamente)
e depois utiliza-se a linearidade e independéncia de In7T em termos
deIn X, i=1,2.

m Nesse caso, para n;, i = 1,2 suficientemente grandes,

InA ~ N (In A, %f’“)(w(e,))ﬂ, em que
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Aplicacao

0 1
Mas InA\ji=—+———,i=1,2.
. " 90, " 0i1(1—0i1) ! ’
= Logo, 0?(y(0))? = 0 prdos = Cod.

m Assim, temos, para n;,i = 1,2 suficientemente grandes, que

< O ( 1 ) .
In % = In L g (I, — ) =12
<1 — 9,-1> ! n;.0i1(1 —0;1)

m Portanto, como A; e A\, s3o mutuamente independentes,

~ ~ 1 1
V@) = V(indi—=1InX) = +
) (In As 2) n.6011(1 —611)  mo.621(1 — 021)
1 1 1 1

- + + +
mbin m.(1—011) mbxn nm(l—06x)
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Aplicacao

m Logo
= 1 1 1 1
V@) =02 = ——+ — _
m.bin m(1—"611) mbx  nm(l—06xn)
1 1 1 1
- =+ =

N1 N2 N N2
m Portanto, como ja tinha sido visto anteriormente, para n;,i = 1,2

.. =~ 2
suficientemente grandes, 7 = N(n, o7).
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Exemplo 3 (cont.)

m Voltando ao exemplo, temos: 77 = In (ﬂ/ﬂ> =
n2 ny2

In(n11) + In(n22) — In(n12) - /n(ngl) =0,473 e oy = 0,087.

Ainda, IC(n,0,95) = [0,302;0,644] e p-valor < 0,0001 (associado

ao teste de nulidade de 7, como visto anteriormente).

m Além disso, IC(,0,95) = [e0:302; ¢0:644] = [1,353; 1,904].

m Logo, como esperado, rejeitamos a hipétese de independéncia entre
género e inclinagdo partiddria.

m A fungdo “oddsratio” do pacote “vcd” estima a razdo de chances, o

erro-padrao assintético e executa o teste apresentado anteriormente.
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Um procedimento para se obter uma aproximacao

numérica da distribuicdo exata de i

m Estime os pardmetros associados ao modelo suposto gerador da
tabela de contingéncia utilizando o método de MV.
m Para b=1,...,B execute os seguintes passos

Gere uma tabela de contingéncia sob o modelo em quest3o,
utilizando as estimativas calculadas anteriormente.

Obtenha a estimativa de MV 1.

m Ao final teremos uma amostra aleatéria da distribuicdo exata de 7
(ou seja, uma aproximagdo numérica).
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m Com essa amostra podemos construir um histograma, intervalos de

confianca e estimar o poder do teste anteriormente apresentado
(para isso temos que calcular a estatistica do teste Z;, além da
estimativa de 7).

m Se quisermos obter uma aproximac¢do da distribuicdo exata da
estatistica do teste sob Hy e calcular o respectivo p-valor, devemos,
além de calcular a estatistica Z; no passo 2, estimar os parametros e

gerar a tabela de contingéncia, sob Hy (no passo 1).
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Histograma da distribuicao exata obtida via simulacao
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Resultados numéricos

m o, = 0,085, IC(n,0,95) = [0,302;0,632].
m p-valor < 0,0001.

m Neste caso, a aproximacao assintdtica mostrou-se bastante

apropriada.
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Comentarios

Os resultados podem ser estendidos para tabelas (2 x s) e (r X s).

m No primeiro caso, “precisaremos” de (s — 1) razdes de chances.

r
m No segundo caso, “precisaremos” de X (s — 1) razdes de

chances.

m As definigdes anteriores permanecem, essencialmente, as mesmas.
9
m Chance: \j = —2—.
1-0;

m Razdo de chances my; = Ajj/ A

m Pesquisar!
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Tabela de contingéncia r x s: produto de multinomiais

independentes

Varidvel 1 (resposta)

Ci1 Cio Cl(s—l) Cis Total
Variavel 2 Co N11(911) N12(912) Nl(sfl)(gl(s,]_)) le(els) n.
(explicativa) G2 No1(621)  Noaa(022) oo Ny_1y(0as—1))  Nas(62s) no.
Gor er(erl) Nr2(9r2) Nr(s—l)(er(s—l)) Nrs(ers) Nr.
Total - N1 N> . N.(s—l) N s n,.
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Exemplo 3 em sua integra

Inclinagdo partidaria

Democrata Independente  Republicano  Total

Género  Feminino 468 1557
Masculino 477 1200

Total - 1246 566 945 2757

Prof. Caio Azevedo

Testes de hipétese para tabelas de contingéncia: parte 2 (testes de aderéncia e medidas de associagcdo/dependéncia)



Exemplo 3 em sua integra

Inclinagdo partidaria

Democrata Independente  Republicano  Total

Género  Feminino 762 1557
Masculino 484 1200
Total - 1246 566 945 2757
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Razoes de chances para o exemplo 3

LOR( Género/ - Inclinagao partddria)

T
Democrata:independente Independente:Republic

inclinacao partidaria
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Outras medidas de associacio

m Existem familias de medidas de associa¢do para tabelas de

contingéncia (r x s) (multinomiais e produtos de multinomiais).

m Em geral, elas sdo baseadas na estatistica de Pearson

(qui-quadrado): Qy = >, Zj 1 (N ,E”
Ej
m A idéia é construir estatisticas com suporte limitado (intervalo (0,a),
a >0), de tal forma que quanto maior/menor seu valor,

maior/menor o grau de dependéncia.
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Outras medidas de associacio

m A férmula geral é M = g(Qu/T), em que T serve para limitar
superiormente a estatistica M. Assim, quanto mais préximo de zero
for o valor de M menor serd a magnitude da associagdo e quanto
mais préximo desse limitante, maior serd a magnitude dessa

associacgao.
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Outras medidas de associagdo (cont.)

m Lembrando:
m Qu : estatistica qui-quadrado.
m n. : nimero total de observacdes.
® r: nimero total de linhas.

m s : nimero total de colunas

m Coeficiente Phi: ¢ = %

m Coeficiente de Cramer V: V = m’.:zZr ok

m Coeficiente de contingéncia de Pearson: C = ,/ QQ” .
H+N.

m Coeficiente T de Tschuprow: %.

m Os limites superiores para esses coeficientes podem depender dos

valores de s, r e n_ (ndo, necessariamente, sdo iguais a 1).
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Comentarios

m As medidas anteriores sdo apropriadas quando ambas as varidveis
sdo nominais (ou quando pelo menos uma é nominal), embora
possam ser utilizadas quando ambas forem ordinais se o interesse é
medir associag¢do.

m O coeficiente ® n3o é muito apropriado para tabelas maiores do que
2 x 2. As outras n3o tem limitagdes quanto a isso.

m Quase sempre é dificil avaliar a magnitude de tais medidas
considerando apenas seu valor numérico.

m O mais apropriado é comparar o valor obtido pela tabela observada

com os valores oriundos obtidas de tabelas geradas sob Hp.
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Um procedimento de quantificacdo (numérica) da

magnitude dos coeficientes

m Calcule os coeficientes de associacdo com base na tabela observada.

m Estime os pardmetros associados ao modelo suposto gerador da
tabela de contingéncia (sob Hp, independéncia) utilizando o método
de MV (por exemplo).

m Para b=1,...,B execute os seguintes passos

Gere uma tabela de contingéncia sob o modelo em quest3o,
utilizando as estimativas calculadas anteriormente.

Calcule os coeficientes de associacdo com base na tabela simulada.
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Um procedimento de quantificacdo (numérica) da

magnitude dos coeficientes (cont.)

m Ao final teremos uma amostra aleatéria da distribuicdo exata dos

coeficientes.

m Assim, quanto maior for a proporcdo de valores simulados menores
que a estimativa calculada através da tabela observada, maior serd a
magnitude do coeficiente e, consequentemente, maior serd a

magnitude da associcagdo.

m Pode-se calcular p-valores para hipdteses de interesse.
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Histograma das distribuicdes exatas dos coeficientes (sob Hp) obtidas via simulagdo

(exemplo da inclinagdo partidéria)

Phi=0.115 V=0114

10 20 30 40
10 20 30 40

0
0

r T T T T 1 r T T T T 1
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C=0.081 T=0115

30 50
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0
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Histogramas das referidas distribui¢des (exemplo do estudo do estado civil com grau de

instru¢do) (a independéncia n3o foi rejeitada)

Phi=0.23 V=0.225
< <
© ®
o ~
“ “
o o
r T T T T 1 r T T T T 1
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C=0.163 T=0.163
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Voltando ao Exemplo 1: comparaciao de métodos de

deteccao de cdrie

Risco de carie segundo

o método convencional

Baixo Médio Alto  Total

Risco de carie segundo  Baixo 11 5 0 16
o método simplificado  Médio 14 34 7 55

Alto 2 13 11 26
Total - 27 52 18 97

Queremos verificar o grau de concordancia (plena) entre os métodos.
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Medidas para varidveis ordinais

m Quando ambas as varidveis s3o ordinais, outras medidas podem ser
mais apropriadas, principalmente dependendo das hipdteses de

interesse.

m Em geral, nesses casos, estd-se mais interessado em medir
concordancia do que dependéncia, embora tais conceitos possam

estar relacionados, como ja vimos.

m A idéia é comparar a quantidade de observacdes concordantes com

as discordantes.
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Medidas para varidveis ordinais

m Defina

m C: nimero de pares concordantes.

m D: nimero de pares discordantes.
Cc-D
n . (n.—1)/2"

c-D
n? (min(r,s)—1)/(2min(r,s)) "

m Coeficiente 7-b de Kendall : 7, =

m Coeficiente 7-c de Kendall: 7. =

m Podemos usar um algoritmo semelhante ao caso anterior, mas agora
obtendo as ditribuicdes dos coeficientes acima sem nos restringirmos

3 Ho.
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Histograma das distribuicdo exata do coeficiente 7, obtidas

via simula¢do /C(7},0,95) = [—0,001; 0, 007]
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Comentarios

m Pelo comportamento do histograma e do intervalo de confianga,

temos indicios de que a concordancia plena é praticamente nula.

m No entanto, podem existir outros padrdes de concordancia (p.e.,

concordancia marginal).

m Os coeficientes 7, e 7. s3o mais apropriados para tabelas quadradas

e nao quadradas, respectivamente.
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