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Como estimar as proporcoes sob o modelo Amw = X37

m Como a matriz A'A quase sempre é n3o inversivel (a matriz A, e,
geral, terd tem pelo menos uma coluna igual a zero), devemos
encontrar uma matriz, digamos, H e um vetor F, de sorte que (a
matriz H guarda relacdo com a matriz X e o vetor 3, enquanto que
o vetor F serve, em geral, para recuperar os parametros ausentes no

produto Amr):
m=HB+F.
m Assim, um estimador de 7, sob o modelo em quest3do, é dado por
7ir = HB + F, em que B é o estimador MQG de 3 (ja visto

anteriormente, slide 60 de

http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_tabelas de
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Cont.

m Logo, para tamanhos amostrais suficientemente grandes (depende
do modelo probabilistico adotado),
7R~ N, (Hﬂ +FH (X' X)) H’), em que ¢ é como vista
anteriormente.

m Portanto, intervalos de confianca podem ser construidos com base
na distribuic3o assintética de g, utilizando um estimador
consistente para X g (estimador esse ja visto anteriormente, slide 59
de http://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_tabelas_de_

contingencia_MDR_TH_1S_2017.pdf).
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Voltando ao Exemplo 3 (trés inclinagdes partidérias)

Inclinagdo partidaria

Democrata Independente Republicano Total
Género  Feminino 762 (611) 327(612) 468(613) ni. = 1557
Masculino 484(6,1) 239(622) 477(623) n, =1200
Total - 1246 566 945 n.. =2757
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Exemplo 3 (trés inclinagdes partidarias)

m Homogeneidade entre as distribuigdes.
011 = O 011 — 021 =0

m Hp: <~ Hp: S
0120 = 0 010 — 00 =0

H; : ha pelo menos uma diferenca

m Nesse caso 7 = (011, 012, 013, 021,022, 023) € B = (a1, a2)’".
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Exemplo 3 (trés inclinagdes partidarias)

1 0 00 0O 1 0
) 00 01 00O 10
m Assim A = X =
01 0 0 0O 01
0 00 O 1O 01
m Modelo
011 a;
021 a1 . .
Anr = X3 = = yassim ;3 =1—0;1 —05p,i = 1,2
012 oo
02 ap
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Cont. (Exemplo 1)
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Proporcdes (originais) estimadas
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Proporcdes estimadas sob Hy (em preto) e observadas (em

branco)
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Voltando ao exemplo 1: comparacao de métodos de

deteccao de cdrie

Risco de carie segundo

o método convencional

Baixo Médio Alto Total

Risco de cérie segundo  Baixo 11 (611)  5(f12)  0(013)  16(61.)
o método simplificado  Médio  14(61) 34(0) 7(623)  55(62.)

Alto 2(051)  13(03) 11(633) 26(63.)
Total - 27(6.1) 52(0.) 18(03) n. =97
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Hipdteses de interesse

m Homogeneidade (simetria) marginal

0. =10 012+ 6013 — 021 — 033 =0
Ho 1. SN Hy 12 13 — 021 — 031

B, =0, 021 + 623 — 010 — 03 =0
vs H; : hd pelo menos uma diferenca

m Nesse caso 7 = (011, 012, 613, 021, 022, 023, 031, 032, 033)" e
0 = (011,012,613, 021,02, 023,031, 032)'.
o 1.1 -1 00 -1 0 O 0

m Assim B = ‘D=
0O -1 0 1. 01 0o -10 0
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Cont. (Exemplo 1)

Relembrando

011 o1

012 az

13 as
Ar—xp= | 7| = o

02 as

023 ag

031 az +az — oy

032 —ap + a4 + ag

Assim, temos q_ue 933_2 1 — 911 — 912 — 913 - 921 — 922 - 923 - 931 - 932

:1—041—042—2(13—(14—@5—2046

Prof. Caio Azevedo

Tabelas de conti odelos de regressdo e testes de hipéteses (parte 2)



Cont. (Exemplo 1)

[ 1 o 0 0 o0 O ] [ 0 ]
0 1 0 0 0 © 0
0 0 1 0o 0 O 0
0 0 O 1 0 O 0
H = 0 0 0 © 1 0 |, F=1]0
o 0 o0 o0 O 1 0
0 1 1 -1 0 ©0 0
0 -1 0 1 0 1 0
-1 -1 -2 -1 -1 =2 1
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Proporcdes (originais) estimadas
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Proporcdes estimadas sob Hy (em preto) e observadas (em

branco)
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Voltando ao Exemplo 7 ( fatores idade e durag¢do da

gestacdo)
idade  Dur. da gest.  N. de cigarros Sobrevivéncia
Nio Sim Total
<30 < 260 <5 50(9(11)11) 315(9(11)12) N1, =365
5+ 9(0(11)21) 40(011)22) n1)2. =49
>260 <5 24(62)11)  4012(8(1ay12)  np1oy 4036
5+ 6(0(12)21) 459(0(12)22) n(12)2. =465
30+ < 260 <5 M0on)  1870pn1) 1o 188
5+ 4 (021)21) 11(6(21)22) n1)2. =15
>260 <5 14 (Boon1)  1594(6a)12)  niaoy —1608
5+ 1(0(22)21) 124(0(22)22) ne2)y2. =125
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Hipdteses de interesse

m Independéncia (sobrevivéncia e n. de cigarros) dentro de cada

estrato (grupo: idade x duracdo da gestacdo)

O11)11 = 1)1 01111 — 01y =0
0 = 0 -0 =0
Ho : (2t = Oazpr a2 — 02z
0(21)11 = O(21)21 O(21)11 — O(21)21 = 0
02211 = 0(22)21 02211 — 02221 = 0

vs H; : hd pelo menos uma diferenca
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Cont. (exemplo 7)

m Relembrando

O(11)11 ai
0(11)21 ai
9(12)11 a2
Ar = X3 = bz _ | ,assim, O(jjko =
0(21)11 a3
0(21)21 a3
9(22)11 Qg
0(22)21 ] | ¥4 |

1 — 0y, Vi, j, k € {1,2}.
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Cont. (exemplo 7)
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Proporcdes (originais) estimadas
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Proporcdes estimadas sob Hy (em preto) e observadas (em

branco)

0.8
1

———

ooy

0.6

proporgdes

0.4

0.2
1
e
et
——i
———

0.0

i - * = =
T T T T T T T T T T T T T T T 1
<30&<=260&<5&Nd0 <30&<=260&5+&Sim <30&>260&5+&Ndo 30+ & <=260 & <5 & Sim =30+ & >260 & <5&Ndo 30+ & > 260 & 5+8&
Prof. Caio Azevedo

Tabelas de conti



Mais sobre modelos de regressao

m Em geral, as hipdteses de interesse, relativas as tabelas de
contingéncia geradas pelos modelos multinomial e produto de

multinomiais, podem ser escritas como:

F(m) = X3,
em que F(.) é uma matriz cujas componentes sdo funcdes de
interesse.

E I
m Exemplo In(AT) = X3,

nesse caso, In(.) aplica o logaritmo natural em cada elemento do

vetor Amr.
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Modelos funcionais lineares

m Estudaremos modelos da forma

Aaxg IN(Ggugmgx1) = XaxpBpx1
em que A e G s3o matrizes conhecidas.

m Para outros modelos, consultar referéncias e pesquisar.
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Exemplo 3 (duas inclinagBes partidarias)

m Homogeneidade entre as distribuicdes. Lembremos que
n 011/(1 —011) n 011/6012

00 /(1—0xn) 021/0
u HoZ’I]ZOVS H17’]7é0(—> Ho:|n911—ln012:In921—|n922vs

Hl n 011 —In 012 ;é In 021 —In 022.

el +0p+03=1i=12

m Nesse caso 7 = (011,012,621, 02) e B = ().

m Assim G = I4, eGn=m= (911,9127921,022)/.
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Exemplo 3 (duas inclinagBes partidarias)

1 -1 0 O
m A= X =
0 0 1 -1 1
m Modelo
Inf11 —Iné «
Aln(Gr) = X8 = H S
In6r; — In 6y «
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Exemplo 3 (trés inclinagdes partidarias)

m Homogeneidade entre as distribui¢des. Sejam

n = ln —- -2 N = In M
' 021/(1 — O21)’ 622/(1 — 622)

=0
u HO . n g Ho .
=0
In611 — |n(012 + 013) =1Infy — |n(922 + 923)
Inf@p — |I"I((911 + 913) =1Infyy — |I"I(921 + 923)
H; : hd pelo menos uma diferenca

VS

m Nesse caso 7 = (011, 012,613,021, 02,023) e = (o1, a2)’.
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Exemplo 3 (trés inclinagdes partidarias)

1
1
1
|

t12 + 013
021
22 + 023
012
011 + 013
02
021 + 023

m Assim G = ,Gm =

o O B O O o o =
o O O B O O +~ o
o O B O O o = o
_ O O O O = O o
o B O O +H O O o
_ O O O +» O o o
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Exemplo 3 (trés inclinagdes partidarias)

1 .10 0 0 O O O
) 0 0 1 -1 0 0 0 O
m Assim A =
0O 0 0 0 1 -1 0 O
0O 0 0 0 0 0 1 -1
1 0
1 0
m X =
0 1
0 1
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Exemplo 3 (trés inclinagdes partidarias)

m Modelo
In 611 — In(612 + 013) o1
In61 — In(62 + 6 «
Aln(Grm) = X3 = o=l +02) | _ |
In 612 — In(611 + 613) s
In 62 — In(6a1 + 023) s
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Exemplo 1: comparacao de métodos de deteccao de cérie

m Independéncia entre os métodos de detecgcdo de carie
Ho : 0; = 0;.0,Vi,j vs Hy : hd pelo menos uma diferenca
| Nesse Caso T = (911, 012, 913, 921, 9227 923, 031, 932, 933)’ e
B = (a1, 2,03, 4, 5, a5, 07, g, (tg).
m Note que Hj equivale a

Ho :InBj; =1In6; +1In6;,Vi,j vs Hy : hd pelo menos uma diferenca
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m Para cada casela, temos

Infi1 =B +1nb4
Inf1 =1In6B;. +1Inb,
Inf13=1In6B;. +1Inb3
In6y =In6r +1nb 4
Ho : Infy, =1Inf +1nb>
Infy3 =1Inf +1Inb3
Inf31 =1Inf3 +1Inb 4
Inf3> =Inf3 +1Inb>
Inf33 =1Inf3 +1Inb3
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Exemplo 1: comparacao de métodos de deteccao de cérie

m Portanto, ) ) }
Iy ™
15 03 3 01.
03 13 : b,
G=|0; 0 3| Gm=| s
1001 0 010 O 01
0 100 1 0010 02

| 0010 0 100 1| | 03
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Exemplo 1: comparacao de métodos de deteccao de cérie

m Também,
_ B 0o :
0 000OOO O OO 1 0 0 1 0O
0 000O0O0OO0OOO0O 1 O0O0OOT1FP0O
0 0 00OOO O OO 1 0 0 0 0 1
Ao 00000 0 O0OO0O O 10100
0 000OO O OO 0 1 0 01 O
00000 0 O0OO O 100O0UO071
0 0000 OO OO 0 01 1 0 O
000000 O0OO0O O O0O1O0T1F0
L0 00 0 0 0 00O 0 01 0 0 1]
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m Finalmente,
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m Modelo _ . .
In 011 [e%1
In 012 a2
In 613 as
In 61 ay
In 62 as
In 053 [T
In 031 az
In 63, ag
Aln(Gm) = XB = In s =
Inf1. +1In6 1 o %1
In61. +In6 > ap
Inf;. +1In6 3 as
In6>, +1n6 4 Quy
In0. +1In6» as
In62. +1n6 3 Qg
Inf3. +1In6 4 az
In03. +1In6 ag
L Inf5. +In63 | | a9 |
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Exemplo 7: efeitos de certos fatores na sobrevivéncia de

recém nascidos (considerando apenas o fator idade)

m Independéncia (sobrevivéncia e n. de cigarros) dentro de cada
estrato (grupo: idade)

Ho - (D11 (1)21 o (1) o

0(2)11 = O(2)21 ne) =0
In 9(1)11 —In 9(1)12 =In 0(1)21 —In 0(1)22
In62y11 — InB2)y12 = InO2)21 — InO2)2
vs H; : hd pelo menos uma diferenca,
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Exemplo 7: efeitos de certos fatores na sobrevivéncia de

recém nascidos (considerando apenas o fator idade)

B em que 1y = In 0(/)11/(1 - 0(/’)11) —n 9(;)11/0(i)12
! Ot /(1 = Bien) Otiy2r/ Oz’

m Nesse caso m = (9(1)117 9(1)12, 9(1)217 9(1)22, 9(2)11, 9(2)127 9(2)21, 9(2)22)/

i=1,2.

el = (0!1,042)/-
m Assim G =13, G = 7.
1 -1 0 0 0 O O O 10
0O 0 1 -1 0 0O 0O O 10
mE A= , X =
O 0 0 01 -1.0 O 01
0O 0 0 0 0 0 1 -1 0 1
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Exemplo 7: efeitos de certos fatores na sobrevivéncia de

recém nascidos (considerando apenas o fator idade)

m Modelo

In61y11 — InO)12 aq
In@ —1Inf @
Aln(Gr) = X8 = (1)21 m2 | _ 1
In 9(2)11 —In 9(2)12 Q2
In 9(2)21 —In 9(2)22 (€%
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Ajuste do modelo

m Minimos quadrados generalizados (MQG): minimizar a seguinte

forma quadratica em fung¢do de 3

N / N
(F-xp) =:* (F-x8),
em que F = Aln(G%), £f = Cov(F), a qual dependers da forma

funcional (F(m)) adotada e 7 s3o as propor¢cdes amostrais.

m A obtencdo de X dar-se-a pelo método Delta.
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Ajuste do modelo

m Estimador MQG (como visto anteriormente):
B = (X'TiX) T X'TFF

m Como desconhecemos X g, a substituimos, na férmula de B* por
um estimador consistente, denotado por }A:F. Ou seja, trabalhamos

com o estimador

B=(x5.'x) "x'£F,

em que, novamente, £ dependera da forma funcional (F(m))

adotada.
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Ajuste do modelo

m Para tamanhos amostrais n_ (multinomial) ou n;. (prroduto de
multinomiais), i = 1, ..., r suficientemente grandes e sob Hy temos

que
B~ N8, (X'EFX) 7).

m Esse resultado pode ser utilizado para constuir intervalos de
confianca para cada componente do vetor 3, utilizando a estimativa

de X £, obtida através de um estimador consistente.
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Ajuste do modelo

m O ajuste do modelo pode ser testado através da estatistica

Qr = (F-xB) £ (F - xB).

m Sob Hj e para tamanhos amostrais n_ (multinomial) ou n;. (produto
de multinomiais), i = 1, ..., r suficientemente grandes, Qr ~ Xfafp),
em que a é o nimero de linhas da matriz X e p é o niimero de
parametros do vetor 3.

m Assim, rejeitamos Hy se p-valor < «, em que p-valor
p — valor = P(X > gr|Hp), X ~ Xé_p) e gr € o valor calculado da

estatistica QF.
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Ajuste do modelo

m Dado que o modelo estd bem ajustado, podemos ainda testar

hipéteses acerca do vetor 3, da forma:

Ho : Ciexp)B(px1) = M(cx1) vs Hi: Ciexp)Bpx1) 7 M(cx1)

m Para tal, podemos considerar a estatistica usual:
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Ajuste do modelo

m Sob Hp e para tamanhos amostrais n_ (multinomial) ou n;. (produto

de multinomiais), i = 1,..., r suficientemente grandes, Qc ~ x2.

m Assim, rejeitamos Hy se p-valor < o, & P(X > qc|Hp), X ~ X2 e

gc € o valor calculado da estatistica Qc.
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Ajuste do modelo

m Em nosso caso, F(m) = Aln(Gm). Assim, £ = WX, W' em que

0
W= _Aln(Gr) = ABG,

e B é uma matriz diagonal composta pelo inverso de cada um dos
elementos do vetor Gr.

m Logo, i,.— = AEGi,T G’E/A’, }A:,, é como vista anteriormente e B é
uma matriz diagonal composta pelo inverso de cada um dos

elementos do vetor G7r.
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Aplicacao da metodologia aos exemplos anteriores

m Exemplo 3 (duas inclinagdes partidarias): gr = 29,38, p-valor
< 0,0001. Assim, rejeita-se a hipdtese de independéncia entre
género e inclinacdo partiddria.

m Exemplo 3 (trés inclinagBes partidérias): gr = 191,85, p-valor
< 0,0001. Portanto, rejeita-se a hipdtese de independéncia entre

género e inclinagdo partidaria.
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Aplicacao da metodologia aos exemplos anteriores

m Exemplo 1 : g = 153,03, p-valor < 0,0001. Assim, rejeita-se a
hipétese de independéncia entre os métodos de classificag3o.

m Exemplo 7: (grupo= idade): gr = 3,97,p-valor= 0,1373. Portanto,
nao se rejeita a hipdtese de independéncia entre n. de cigarros e

sobrevivéncia do recém nascido para todos os estratos.

Prof. Caio Azevedo

Tabelas de contingéncia: modelos de regressao e testes de hipéteses (parte 2)



Resumos dos dois modelos de regressao vistos

m Consideramos um, dos dois seguintes modelos:
s N ~ multinomial,(n..,8), 8 = (61,...,0(—1)) e ® = (01,...,0,)".
w N; " multinomialy(ni., 8,),i = 1,2, ... r, 6; = (61, ..., Ois—1))’,
i = (0i,...,0s), 0 =(01,..,0,) e m = (7wi,.., 7))
m Estruturas de regressio:
m Linear: Am = X[3.
m Log-linear: Aln(Gw) = X[3.

Prof. Caio Azevedo

Tabelas de contingéncia: modelos de regressao e testes de hipéteses (parte 2)



Resumos dos dois modelos de regressao vistos

. 3 o1 -1 el
a Estimador (MQG): 3 = (x s, x) X's; F.
~ N\ ~—1 /~ ~
m Estatistica de ajuste do modelo: QF = (F — XB) p S (F — Xﬁ) .
m Estatistica para testes de hipdteses do tipo
Hy:CB=M vs H;: CB8 # M:
~ 1 Ja—l e -1 —~
Qc = (cg - M) [C(x 5, X) c} (cg— M)
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m Em que:
m Modelo linear: F = AR e Sf = AS A’
m Modelo log-linear: F=Aln (Gm) e )A:F = \Tlf,,l?!l, em que
W = ABG e B é como definida anteriormente.

m Para n_ ou n;,i =1,... r suficientemente grandes,

B~ N, (8, (X’ZFIX)_I), e, além disso, sob Hy, Qf ~ X%a_p) e
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