Vetores aleatérios discretos (parte 3)
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Vetores aleatdrios

m Seja (Q,A,P) um espaco de probabilidade.

m Consideraremos agora (algumas) extensdes de conceitos e resultados
vistos aqui para o caso de vead (vetores aleatérios discretos) trivaria-

dos.

m Seja W = (X, Y,Z) um ved (vetor aleatério discreto) trivariado.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Vetores_aleatorios_Intro_Prob_I_1S_2024.pdf

DefinicOes e propriedades

m Uma func¢3o de probabilidade (ou fun¢do densidade de probabilidade)
(fdp) trivariada, associada & W é uma fungo trivariada (pz : R® —
[0,1]), tal que:

m 0<pw(x,y,z) <1,V(x,y,z) € R

=) pwixy,2) =1,

XY,z

em que (a menos que mencionado algo diferente) > representa o

X,y,z

somatério triplo em qualquer ordem.
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DefinicOes e propriedades

m Notag¢des mais comuns (a menos da fung3o indicadora) (em que w =

(xy,2)):

fiX,Y,Z)(me’Z) = P(X,Y,Z)(Xy)/az):P(X:X,Y:%Z:Z)
= fW(Xayaz):pW(vavz):fW(X7)/7Z)
— pw(w) = P(W = )
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DefinicOes e propriedades

m Obs: a definicdo de fdp trivariada (fdpt) é geral, ou seja, ndo precisa

estar associada a um vea.

m Pela definicdo, notamos que a fdpt fornece probabilidades conjuntas

relativas a um vead.

m Invariavelmente, 3 uma fdpt, associaremos seu suporte, ou seja um

conjunto A C R* na qual aquela terd valor no intervalo (0,1).
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DefinicOes e propriedades

m Dado um vetor aleatério W = (X, Y, Z)" e sua fdpb pw, as distri-

buicBes marginais (univariadas) de X, Y e Z sdo dadas, respectiva-

mente, por:
i(x) = PX=x)=px=> pw(X=xY=y,Z=2)
v,z
fr(y) = P(Y=y)=py=) pw(X=xY=y,Z=2)
fz(z) = P(Z:z):pz:ZpW(X:x7Y:y,Z:z)
x,y

em que os somatdrios acima também representam (a menos que seja

mencionado o contrério) ordem invariantes.
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DefinicOes e propriedades

m Dado um vetor aleatério W = (X,Y,Z)" e sua fdpb pw, as dis-
tribuigdes marginais (bivariadas) de (X, Y)', (X,Z) e (Y,Z) sdo

dadas, respectivamente, por:

f(X,Y)(Xa.y) = P(X:X,Y:y):ZPW(X:X,Y:_}/,Z:Z),
fix,z)(x,2) = P(X=x,Z=2) :ZpW(X:x,Y:y,Z:z).
f(Y,Z)(yaz) = P(Y ya ZPW _X’Y:y,Z:Z).
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DefinicOes e propriedades

m Para as distribuicdes (fdp) marginais univariadas, podemos usar as
mesmas notagoes vistas aqui.

m Para as distribuicdes (fdp) marginais bivariadas, podemos usar as mes-
mas notag¢oes vistas aqui.

m As definigGes anteriores sdo compativeis com o teorema da probabili-

dade total.
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DefinicOes e propriedades

m Dado um vetor aleatério W = (X,Y,Z)" e sua fdpb pw, as dis-
tribuicdes condicionais de X|Y = y,Z = z, Y|X = x,Z = z e

Z|X = x, Y = y s3o dadas, respectivamente, por:

PX=x|Y=y,Z=2)=

PX=x,Y=y,Z=2)
P(Y=y,Z=2)

0,se P(Y=y,Z=2)=0.

,se P(Y=y,Z=2)#0
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DefinicOes e propriedades

m (Cont.)

PlY=ylX=x,Z=2)=

PX=x,Y=y,Z=2)
P(X=x,Z=2)

0,se P(X =x,Z=2z)=0.
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DefinicOes e propriedades

m (Cont.)

P(Z=zIX=x,Y=y)=

PX=x,Y=y,Z=2)
P(X=x,Y=y)

0,se P(X=x,Y =y)=0.

,se PX=x,Y=y)#0
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DefinicOes e propriedades

m Dado um vetor aleatério W = (X, Y,Z) e sua fdpb pw, as distri-
buicdes condicionais de (X, Y)|Z =z, (X,Z2)|]Y =ye(Y,Z)|X =x

sdo dadas, respectivamente, por:

PX=x,Y=ylZ=2)=
PX=x,Y=y,Z=2) ]
P(Z =z) ’
0,se P(Z=2z)=0.

e P(Z=2z)#0
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DefinicOes e propriedades

m (Cont.)

PX=x,Z=2zlY=Y)=
PX=x,Y=y,Z=2)
P(Y =y)
0,se P(Y =y)=0.

sse P(Y = y) 0
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DefinicOes e propriedades

m (Cont.)

P(Y=y,Z=z|X=x) =
PX=x,Y=y,Z=2)
P(X =x)
0,se P(X =x)=0.

,se P(X=x)#0

m As distribuicdes condicionais tem interpretacdes semelhantes as pro-

babilidades condicionais de eventos (aqui).
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DefinicOes e propriedades

m Um conceito importante é o de dependéncia estocastica (probabilistica)

j& comentada anteriormente (veja aqui e aqui).

m Essencialmente, tal dependéncia é totalmente definida pela distri-

buicdo conjunta, ou seja:

pW(X7y7Z) = P(X =X, Y:y7Z:Z)]].A(X,y,Z)-
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DefinicOes e propriedades

m Sejam X, Y e Z trés va's definidas no mesmo espaco de probabilidade.

Ent3o

X1lY1lZ < PX=x,Y=y,Z=2)

= P(X=x)P(Y =y)P(Z=2)Vx,y,z.

m X LY 1Z significa: X, Y e Z sdo mutuamente independentes.
m A definigdo acima implica que (independéncia dois a dois)

XLY,X1Z,Y1Z.
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DefinicOes e propriedades

m Contudo, independéncia dois a dois ndo implica, necessariamente, em

independéncia conjunta (trivariada), veja aqui.

m Independéncia trivariada implica que todas as distribuicdes condicio-

nais, sdo iguais as distribuicbes marginais, ou seja:

P X=x|Z=2z) = PX=x),P(Z=z|X=x)=P(Z=2)
P(X=xlY=Y)
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P(Y=ylZ=2) = P(Y=y)iP(Z=z2lY=y)=P(Z=2)
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DefinicOes e propriedades

m (Cont.)

PX=x,Y=ylZ=2z) = PX=x,Y=y)
PX=x,Z=2z|Y=y) = P(Y=y,Z=2)

P(Y=y,Z=z|X=x) = P(Y=y,Z=2)
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DefinicOes e propriedades

m Sejam X, Y e Z trés va's definidas no mesmo espaco de probabi-
lidade. Entd3o (X_LY|Z) significa que X e Y sdo condicionalmente

independentes dado Z. Com efeito:

(XLY)Z <« =x,Y=y|Z=2)

= PX=x|Z=2)P(Y =y|Z=2),
= P(X=x|]Y=y)P(Z=2z|Y =y),

(YLZ)X < P

P(X
(

(XLZ2)Y & PX=xZ=z|Y =y)
(
(Y=y,Z=2X=x)
(

= P(Y =y|X =x)P(Z=2z|X = x).
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DefinicOes e propriedades

m Se Z = (X,Y) é um ve com fdpc (fdp conjunta) pz com suporte A
e g(X,Y),g: A— R (uma va) ento:

Eg(X,Y,2)] = Y glxy,2)P(X=x,Y =y,Z =2)la(x,y,2)

X,¥sZ

m Se X LY _1Z entdo (exercicio)

E(XYZ) = E(X)E(Y)E(Z).

m Estd além do escopo desta disciplina estudar medidas de dependéncia

para trés (ou mais) varidveis simultaneamente.
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DefinicOes e propriedades

m Teorema: Sejam X e Y duas vad's definidas no mesmo espaco de

probabilidade, entao

pay
Ra
I

E(E(X|Y, 2)).

=
X
I

EV(X|Y, 2)) + V(E(X]Y, 2)).

m Dem: Exercicio.
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DefinicOes e propriedades

m Funcdo distribuicdo acumulada bivariada de W = (X, Y, Z)"

Fw(x,y,z) = P(X<xY<y Z<z)=

= ZZZP(X:W,Y:V,Z:/()

m Temos que XLY1Z <+ Fw(x,y,z) = Fx(x)Fy(y)Fz(z),¥x,y, z.
m Pesquisar sobre as propriedades equivalentes ao caso bivariado

hrefaqui.
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Exemplo

m Considere, novamente, o experimento aleatério que consiste em sor-
tear duas bolas, sem reposicdo de uma urna com que contem 3 bolas
vermelhas (V) e 2 brancas (B).

m Defina as seguintes varidveis aleatdrias:

m X: o numero de bolas brancas observadas.
m Y: a cor da segunda bola sorteada em que 1 se a bola foi V e 0, se foi
B.
m Z: a cor da primeira bola sorteada em que 1 se a bola foi B e 0, se foi
V.
m Defina W = (X,Y,Z). Vamos obter diversos resultados proba-

bilisticos.
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Exemplo

m Primeiramente, seguindo a notacao usual, note que:
Q={(1B,2B),(1B,2V),(1V,2B),(1V,2V)}.

m Podemos provar que :

P[(1B,2B)] = P(1B)P(2B[1B) = % %:%
P[(1B,2V)] = P(1B)P(2V|1B) = % %zlio
PIOV.28)] = PV)PEBIIV) =3 x & = &
P(1V,2V)] = P(1V)P(2V|11) = g %:130
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(Cont.) Exemplo

m Sendo A o suporte de W, conseguimos verificar que:

A(: Q= R*) ={{2,0,1},{1,1,1},{1,0,0},{0,1,0}}.

m Logo, podemos expressar a fdp de Z através de

1 3
PX=x,Y=y,Z=2)= 10]1{201}() 10]1{111}{100}{010}(2)~
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(Cont.) Exemplo

m Em casos como esse, em que o suporte é formado por um nimero
muito pequeno de valores, podemos representar a fdpc através de

uma tabela de contingéncia, ou seja:

YA
0 1
X X
Y 0 1 0 1 2
0 0 3/10 | O 0 1/10
1 3/10 0 0 3/10 0

Prof. Caio Azevedo




(Cont.) Exemplo

m Notemos que:

3

P(X=0) = yEZP(X—O,Y—y,Z—Z)—E
6

(X=1) = 3 Px=1Y=pZ=2=g
1

P(X=2) = PIX=2Y=y,Z=2)=—
( ) yEZ ( ; v.Z=2)= 13
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(Cont.) Exemplo

m Notemos que:

P(Y =0) = ZP(X:X,Y:LZ—Z):%:g
6 3
P(Y=1) = ZP(X:X,Y:I,Z:z):E:g
6 3
P(Z=0) = ZP(X:X,Y:y,Z:O):l—O:g
v,z
4 2
P(Z=1) = ZP(X:X,Y:y,Z:l):l—O:g

Y,z
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(Cont.) Exemplo

m Notemos que:

X
Yo 1 2
3 1 | 2
010 % 1% |5
3 3 3
1% 1 0|z
3 6 1
0 10 10| 1
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(Cont.) Exemplo

m Além disso:

X
zlo 1 2
o1 03
110 % %3
i 10 30| %
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(Cont.) Exemplo

m Além disso:

Y
Z| 0 1
o|% 5|3
1 58

IRAE
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