Vetores aleatdrios discretos (parte 1)
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Vetores aleatdrios

m Seja (Q,A,P) um espaco de probabilidade. Um vetor aleatério n-
variado é um vetor de fun¢Ges que associa cada valor do espaco amos-

tral Q aumvetorno R""=R xR x ... x R.

m Em outras palavras um vetor aleatério (ve) X = (X1, Xz, ...X,,)’ é um
vetor cujas componentes s3o varidveis aleatdrias. O valor observado

de um ve é denotado por x = (xi, X2, ...x,) .

m Notacdo: Letras maitsculas para cada componente do vetor aleatério
(por exemplo (X, Y,...,Z, W)’) e valor assumido pelo vetor aleatério
(por exemplo (x,y,...,z,w)"). Vetores aleatdrios serdo denotados por

letras em negrito.
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Vetores aleatdrios

m Nosso foco serdo os vetores aleatérios bi e tridimensionais e discretos.
m Para vetores aleatérios continuos veja, por exemplo, o curso de Pro-

babilidade Il (ME310).

m Observacdo: Cada componente de uma vetor aleatério bivariado é
uma varidvel aleatéria univariada, todos definidos no mesmo espago

de probabilidade.
m Um vetor aleatdrio discreto, digamos X = (Xi,.., X,)" é um vetor
aleatério em que cada componente é uma vad.

m Apresentaremos varias definices e propriedades para o caso bivariado,

ficando as devidas extensdes para o caso trivariado, como exericio.
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DefinicOes e propriedades

m Seja Z = (X, Y) um ved (vetor aleatdrio discreto) bivariado.

m Uma fun¢3o de probabilidade (ou fun¢do densidade de probabilidade)
(fdp) bivariada, associada & Z é uma funcdo bivariada (pz : R? —
[0,1]), tal que:

m 0<pz(xy) <1,Y(x,y) € R

= > D pzlxy) =) > pz(xy) =1.

m NotagBes mais comuns (a menos da fungdo indicadora) (em que z =
(6 ¥):
fxv)(x.y) = pxw(xy)=PX=x,Y =y)="1z(x,y)

= pz(x,y) = fz(x,y) = pz(2) = P(Z = 2).
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DefinicOes e propriedades

m Obs: a definicdo de fdp bivariada (fdpb) é geral, ou seja, ndo precisa

estar associada a um ve.

m Pela definicdo, notamos que a fdpb fornece probabilidades conjuntas

relativas a um ved.

m Invariavelmente, 3 uma fdpb, associaremos seu suporte, ou seja um

conjunto A C R na qual aquela terd valor no intervalo (0, 1).

m Discutiremos, posteriormente, as definicGes e conceitos através de

exemplos.
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DefinicOes e propriedades

m Dado um vetor aleatério Z = (X, Y)' e sua fdpb pz, as distribuicdes

marginais de X e Y s3o dadas, respectivamente, por:

) = PX=x)=px=3 pz(X =x.Y =y).
fr(y) = P(Y=y)=py=> pz(X=xY=y).

m Para as distribui¢ces (fdp) marginais, podemos usar as mesmas notacdes
vistas aqui.
m As definicdes acima s3o compativeis com o teorema da probabilidade

total.
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DefinicOes e propriedades

m Dado um vetor aleatério Z = (X, Y) e sua fdpb pz, as distribuicdes
condicionais de X|Y = y e Y|X = x sdo dadas, respectivamente,

por:

PX=x,Y =y)
P(Y =y)

0,se P(Y =y)=0.
PX=x,Y =y)

P(Y =y|X=x) = P(X =x)
0,se P(X =x) =0.

jse P(Y =y) £0

P(X=x|Y =y)

,se P(X=x)#£0

m As distribuicdes condicionais tem interpretacdes semelhantes as pro-

babilidades condicionais de eventos (aqui).
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DefinicOes e propriedades

m Um conceito importante é o de dependéncia estocastica (probabilistica)

j& comentada anteriormente (veja aqui e aqui).

m Essencialmente, tal dependéncia é totalmente definida pela distri-

buicdo conjunta, ou seja:

pz(X,y) = ’D(X =X, Y:y)]lA(Xay)'
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DefinicOes e propriedades

m Sejam X e Y duas va's definidas no mesmo espaco de probabilidade.

Entao

XLY & P(X=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y)Vx,y

m X LY significa: X e Y s3o independentes.

m A definicdo acima implica que

XL1lY & P(X=x|Y=y)=P(X=x)

e & P(Y=y|X=x)=P(Y =y)x,y.
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DefinicOes e propriedades

m Se Z = (X,Y) é um ve com fdpc (fdp conjunta) pz com suporte A
e g(X,Y),g: A— R (uma va) entdo:

g[g(X, Y)] ZZg(X,y)P(X:X,Y:y)]]_A(X,y)

= > D g y)P(X=x,Y = y)La(x,y)
Yy x
m Se X LY entdo (exercicio)

E(XY) = E(X)E(Y).
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DefinicOes e propriedades

m Vamos agora estudar como “quantificar” o grau de dependéncia entre

duas varidveis aleatdrias.

m Inicialmente, vamos considerar o conceito de covariancia entre duas

variaveis X e Y.

m A covarincia entre duas varidveis aleatérias X(E(X) = ux) e Y(E(Y) =

wy) é dada (se existir) por:

oxy = Cov(X,Y) = E[(X = px) (Y = py)]-
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DefinicOes e propriedades

m Uma férmula alternativa (e mais (til para seu calculo) da covariancia,
é dada por (Exercicio):
m Note que:  oxy = Cov(X,Y) =E(XY) — puxpy.

m Se quanto maior/menor for o valor de X (ou de Y) maior/menor for
o valor de Y (ou de X), maior (mais positiva) serd oxy.

m Se quanto maior/menor for o valor de X (ou de Y) menor/maior for o
valor de Y (ou de X), maior (mais positiva) serd, maior (mais negativa)
serd oxy.

m Se quanto maior/menor for o valor de X (ou de Y) o valor de Y (ou

de X), variar indistintamente mais préximo de zero serd oxy.
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DefinicOes e propriedades

m Com efeito, assuma que Y = a+ bX, a,b € R. Logo

oxy = EX(a+ bX))—E(a+ bX)ux = aux + bE(X?) — aux — bu%k
= b(E(X?) — k) = bV(X).

m Assim, se :
m Se b— 00 = oxy — 0.
m Seb— —00= oxy - —00.

mSeb—0=o0xy —0.
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DefinicOes e propriedades

m Logo, oxy mede um tipo de dependéncia estocastica linear entre X
e Y. Contudo, a interpretacdo da magnitude n3o é simples.

m Dessa forma, faz-se mister a definicdo de uma quantidade mais inter-
pretavel.

m A correlacio (de Pearson) entre duas varidveis aleatérias X(E(X) =
ux, DP(X) =o0x) e Y(E(Y) = ny,DP(Y) = oy) é dada (se exis-

tir) por:

- COV(X, Y) agxy

PXY .
oxX0y oxX0y
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DefinicOes e propriedades

m Teorema: Se pxy existir, entdo —1 < pxy < 1.

m Dem. : (Usaremos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz (CS)). Temos

que:

loxy |

IE1(X — px)(Y — py)] I\S/\/f [(X = ux)TENY — ny)?]
CS

\UXY|
= /Y w/ — <1 <1.
DP( ) sl—= ‘pXY| =
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DefinicOes e propriedades

m Suponhaque Y = a+bX+A, a,beR, ALX, E(A)=0,V(A) =1.

Temos que:

E(X(a+ bX + A)) — pux(a+ bux)
DP(X)\/PPV(X) + 1
apx + bE(X?) — px(a+ bux) bY(X)

pPxy =

DP(X)/bV(X) +1 DP(X)\/PPV(X) +1




DefinicOes e propriedades

m (Cont.)
m Se b — 00 = pxy — 1.
| | Seb—>—OO:>pxy—1.
m Se b— 0= pxy — 0.
m No préximo slide apresentaremos valores simulados de duas va's com

padroes de correlacGes distintos.
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DefinicOes e propriedades

m Sejam X e Y duas varidveis aleatérias, £(|X*|) < 0o e E(|YH]) <
o0, k =1,2. Entdo
EX£Y) = E(X) £ E(Y).
V(X £ Y) = V(X) +V(Y) £ 2Cov(X, Y).
m Dem. (item 1, Exercicio). ltem 2) (considerando sé a soma, a dife-

renca fica como exercicio)

V(X +Y) E[X+Y)] —EX (X + V)]

E(X?) = E2(X) + £(Y?) — £X(Y)

o 2E(XY) — 28(X)E(Y)

V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)




DefinicOes e propriedades

m Momentos condicionais. Sejam X e Y duas vad'’s definidas no mesmo

espaco de probabilidade, entao

EE@X)Y=y) = > g(x)P(X=x|Y =y)la(x)

= S gIP(X =x|Y =),

x€EA

em que A é o suporte da distribuicdo de X|Y = y.
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DefinicOes e propriedades

m Em particular:

EXIY =y) = > xP(X=x]Y =y)La(x)

VXY =y)

EXPY =y) = E(X|Y =)

= Y XP(X=x|Y =y)la(x)

2
_ <pr(X :X|Y :}/)]]-A(X)>

m Observagdo: Enquanto que E(g(X)|Y = y) é um nimero, E(g(X)|Y)

é uma va (nesse caso, discreta).
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DefinicOes e propriedades

m Teorema: Sejam X e Y duas vad's definidas no mesmo espaco de

probabilidade, entao

pay
Re
I

E(EX|Y)). (1)
EV(X[Y)) + V(E(X]Y)). (2)

=
Ro
I

m Dem: A Equac3o (2) fica com exercicio. Com relacio a Equacido (1),

temos que (préximo slide):
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DefinicOes e propriedades

m Cont.

£(X)

ZxP(X:x):ZXZP(X:X’Y:y)

XEA

= Y P(Y=y)> xP(X=x|Y =y)

E(X|Y=y)

= > P(Y =y)E(X]Y =y) = E(E(X]Y))




DefinicOes e propriedades

m Funcdo distribuicdo acumulada bivariada de Z = (X, Y)":

Fz(x,y) = P(X<x,Y<y)=
= Y Y PX=zY=w)
z<x w<ly

m Temos que XLY < Fz(x,y) = Fx(x)Fy(y),¥x,y.
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DefinicOes e propriedades

m Seja Fz(.) uma fdab qualquer (discreta ou continua), ent&o:
Fz(—o00,x) = lim Fz(x,y) =0, Fz(x,—c0) = lim Fz(x,y)=0
X——00 y——00

e Fz(oo,00) = lim Fz(x,y) = 1.

X—00, y—00

Se x1 < x2 e y1 < y», entdo

Plas < X <a,b <Y <b) = Fz(ab) — Fz(az, b1) — Fz(a1, b2)

+  Fz(ai,b1) > 0.

Fz(.) é continua a direita em cada componente, ou seja,
odim Fz(x+hy)=Fz(x,y)e lim Fz(x,y+h)=Fz(xy).

m Prova: exercicio.
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DefinicOes e propriedades

m De uma forma geral, VG, C; C R, temos que:

PXeG,Yeh)=)Y > PX=xY=y)>0.

x€eG yeG

m Exemplos:

PX=xY<y) = Y Y PX=zY=w).

z2>2x w<y
PX>xY=y) = Y PX=2zY=y).
zZ>X
PX>w,Y>2X) = Y Y PX=xY=y)

X>w y>x

Prof. Caio Azevedo




DefinicOes e propriedades

m Se algumas “dreas’ (e/ou intervalos) definidas pelas regides C; e/ou
C, estiveram fora do suporte de Z = (X, Y)’, entdo esses valores
terdo probabilidade zero.

m Assim como no caso univariado, considerar (< ou <) e/ou (> ou >),

pode levar a probabilidades diferentes.

Prof. Caio Azevedo




DefinicOes e propriedades

m Funcdo geradora de momentos bivariada (t = (t1,t)) de Z =

(X,YY:

dz(t) = E(e'7) = E(e ) Z Z e TRYP(X = x, Y = y).

m Temos que ¢x(t1) = ¢z(t1,0) e ¢y (t2) = ¢z(0, t2).

m E possivel provar que (0 = (0,0)’):

ar+s

m@bz(t) =E(XTY?).

t=0

B XLY & ¢z(t) = ox(t1)dy(t2).
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DefinicOes e propriedades

m Func3o geradora de probabilidades bivariada (t = (t1, 1)) de Z =
(X, YY:

Gz(t) = E(t5t)) Zth P(X =x,Y =y).

m Temos que ¢x(t1) = ¢z(t1,1) e dy(t2) = dz(1, ta).
= E possivel provar que (0 = (0,0)’):

ar+s

Ot Ot 6z(t) 0

m XLY Gz(t) = Gx(tl)Gy(tz).
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Exemplo

m Considere o experimento aleatdrio que consiste em sortear duas bolas,
sem reposi¢do de uma urna com que contem 3 bolas vermelhas (V) e
2 brancas (B).

m Defina as seguintes variaveis aleatdrias:

m X: o nimero de bolas brancas observadas.
m Y: a cor da segunda bola sorteada em que 1 se a bola foi V e 0, se foi

B.

m Defina Z = (X, Y)'. Vamos obter diversos resultados probabilisticos.
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Exemplo

m Primeiramente, seguindo a notacao usual, note que:
Q={(1B,2B),(1B,2V),(1V,2B),(1V,2V)}.

m Podemos provar que :

P[(1B,2B)] = P(1B)P(2B[1B) = % %:%
P[(1B,2V)] = P(1B)P(2V|1B) = % %zlio
PIOV.28)] = PV)PEBIIV) =3 x & = &
P(1V,2V)] = P(1V)P(2V|11) = g %:130
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(Cont.) Exemplo

m Sendo A o suporte de Z, conseguimos verificar que:

A(: Q — R?) = {{2,0},{1,1},{1,0},{0,1}}.

m Logo, podemos expressar a fdp de Z através de

1 3
P(X =xY =y) = 10p(2) + {5 L1ap. (.00 001} (2)-
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(Cont.) Exemplo

m Em casos como esse, em que o suporte é formado por um nimero
muito pequeno de valores, podemos representar a fdpc através de

uma tabela de contingéncia, ou seja:

X
Ylo 1 2
3 1 | 2
010 % 1|5
3 3 3
Ll i 03
3 6 1
0 10 10| 1
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(Cont.) Exemplo

m Podemos notar que as distribuicdes marginais (que ficam nas margens

da tabela anterior) de X e Y s3o dadas respectivamente por:

P(Y =y)

m Assim, temos que

esperado).
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3 6 1
TOH{O}(X) + Toﬂ{l}(x) + T01{2}(X)

DIES
()

B () st

~ HG(5,2,2) e Y ~ Bernoulli(3/5) (como

T40,121(x),



(Cont.) Exemplo

m Exercicio, deduzir as distribuicdes marginais de X e Y, ou seja, P(X =
x) e P(Y = y) através das caracteristicas do experimento aleatério e

das respectivas definicées da Bernoulli e da hipergeométrica.
m Por outro lado, note que (por exemplo)

1

PX=2Y=1)=0#P(X =2)P(Y =1) = 5

o1l W

Logo, as varidveis sdo (estocastimente) dependentes.

4
m Com relagdo aos momentos, temos que £(X) = e V(X) = %
E(Y)= g eV(Y)= % (veja aqui).
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(Cont.) Exemplo

m Para calcular Cov(X, Y), temos que calcular £(XY), ou seja

2 1
3
5(XY):ZnyP(X:x,Y=y)=1><1><1%+2x1><0:ﬁ
x=0 y=0

m Logo
4
5

3 3 9
= — — -_= - )X — 1 .
oxy 10 X 5 50 0, 80
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(Cont.) Exemplo

m Finalmente, para a correlagdo, temos que:

pPXYy = 9750 ~ —0,612.

m Portanto, X e Y sdo negativa, e altamente correlacionadas.
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(Cont.) Exemplo

m Distribuicdes condicionais.
m Note que temos X|Y =0 e X|Y = 1. Analogamente, temos Y|X =
0, YIX=1eY|X=2,

m Com efeito, obtemos que

P(X=0,Y=0) 0

P(X =0y =0) = P(Y=0)  2/5
o PX=1Y=-0) 310 3

PX=1Y=0 = =55 —g =255 &

PX=2IY=0) = =5 —oy ~255 &
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(Cont.) Exemplo

m Analogamente, temos que:

o P(X=0,y=1) 3/10 1
PX =0y =1) = P(Y=1)  3/5 2

.. PX=1Y=1) 3/10 1
PX=1y=1) = P(Y=1)  3/5 2
P(X=2lY=1) = P(XP(:Y2’_Y1): D_y

m Assim
3 1
PX=xY=0) = ;1m0()+ 1p(x)

X|Y =1 ~ Bernoulli(1/2) = Uyg 1}
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(Cont.) Exemplo

m Note ainda que X|Y =0=Z+1, em que Z ~ Bernoulli(1/4).

m Por outro lado, temos que:
P(Y=0X=0) =
P(Y=1X=0) =

m Analogamente, temos que:
P(Y=0X=1) =

P(Y=1X=1) =

Prof. Caio Azevedo

P(Y:O,X:0)_0

P(X =0) ’

P(Y=1,X=0) 3/10
P(X=0)  3/10
P(Y=0,X=1) 3/10
P(X=1)  6/10
P(Y=1,X=1) 3/10
P(X=1)  6/10

1.

1
2
1
2




(Cont.) Exemplo

m Finalmente, temos que:

P(Y=0,X=2) 1/10

P(Y=0X=2) = P(X =2) _1/10_1’
ix_g - PY=1x=2)
PY=1X=2) = —Fp5ay—=0.
m Assim,
YIX=1 ~ Bernoulli(1/2) = Uy 1},

P(Y =0|X =2) 1.
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(Cont.) Exemplo

m Logo, Y|X =0 e Y|X = 2 sdo exemplos de va's degeneradas, nos

valores 1 e 0, respectivamente.
m Vamos agora ilustrar a validade das Equagdes (1) e (2).

m Inicialmente, notemos que:

EXY =1) =3,

MO

SX|Y=0) =

N

VXY =1) =

&l

V(X|Y =0)
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(Cont.) Exemplo

m Assim, temos que:

EEXIY)) =

Zg(XIY Y)P(Y =)

y=0
EX|Y =0)P(Y =0)+EX|Y =1)P(Y =1)




(Cont.) Exemplo

m Por outro lado, temos que:

EV(XY)) = D VIXIY =y)P(Y =)
y=0

— VXY =0)P(Y =0) + V(X|Y = 1)P(Y = 1)
32 13_9

165 15 40"
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(Cont.) Exemplo

m Adicionalmente, tem-se que:

VEXIY)) = E[EXIY)] - EHEXIY))]

= £[EXIYY] - )
16
~

= & |Exv))]




(Cont.) Exemplo

m Agora, note que:

& [Ex1v)y]




(Cont.) Exemplo

m Portanto, temos que:

31 16 155-128 27
X)) =0 = =
VEXIY) =25~ 35 200 200

m Finalmente, vem que:

EVXIY)) + VEXIY)) = o+ o= 12 = 3 v(x),

m Exercicio: repetir a verificacdo para £(Y) e V(Y).
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Mais resultados

m Sejam X;,i =1,2,..,ne Y}, j=1,2,...,m va's definidas no mesmo

espago de probabilidade e a;,i = 1,2,..,n,bj,j = 1,2,...,m(a;, bi €

R). Ent3o:
= Cov <i aiXi, i ijj) = i i aibjCov(X;, Y;).
i—1 = i—1 j=1
N, (Z a,-X,-) =) aV(X) +2)  aibjCov(X;, X)).
i=1 i=1 i<j

m Dem. Exercicio.
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