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Exemplo 8: Teste de esforco cardiopulmonar

m Considere o estudo sobre teste de esforco cardiopulmonar em
pacientes com insufiéncia cardiaca realizado no InCor da Faculdade
de Medicina da USP pela Dra. Ana Fonseca Braga.

m Um dos objetivos do estudo é comparar os grupos formados pelas
diferentes etiologias cardiacas quanto as respostas respiratdrias e
metabdlicas obtidas do teste de esforgco cardiopulmonar.

m Outro objetivo do estudo é saber se alguma das caracteristicas
observadas (ou combinacio delas) pode ser utilizada como fator
prognéstico de ébito.

m Os dados podem ser encontrados em

http://www.ime.usp.br/~jmsinger/doku.php?id=start.
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m Etiologias = CH: chagisicos, ID: idiopaticos, IS: isquémicos, C:
controle.

m Considere que o objetivo é explicar a variagdo do consumo de
oxigénio no limiar anaerdbio (m//(kg.min)) em fungdo da carga
utilizada na esteira ergométrica para pacientes com diferentes
etiologias (causas) de insuficiéncia cardfaca.

m A grosso modo o limiar anaerdébio é um ponto (limite), de divisdo
entre metabolismo essencialmente aerébio e metabolismo
essencialmente anaerdbio.

m Aerébio (com a utilizacdo de oxigénio) ; anaerdbio (sem a utilizacdo
de oxigénio).

m Como responder a pergunta de interesse (ignorando as etiologias

cardiacas, num primeiro momento)?.
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ID Etiologia Carga VO2
1 CH 41 10,0
2 CH 56 11,5
3 ID 8 7,0
4 ID 53 8,9
7 ID 0 6,5
123 64 14,1
124 70 12,4
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Consumo de oxigencio em funcao da carga
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Consumo de oxigencio em funcao da carga
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Exemplo 9: Medidas de absorbancia

m Exemplo 2: Uma bioquimica (Tecnoléloga de Alimentos) estd
interessada em estudar a extra¢do de pigmentos naturais, com
aplicagdo como corante em alimentos. Numa primeira etapa tem-se
a necessidade de escolher-se o melhor solvente extrator. A escolha
do(s) melhor(es) solventes foi realizada através da medida da
absorbancia de um pigmento natural do fruto de baguacu.

Fator = tipos de solvente; k=5 niveis; ny=>b repeticoes.
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m Quanto maior a absorbancia, melhor o solvente.
m Unidade experimental: 10 gramas de polpa do fruto de baguacd.

m Casualizac3o: a partir de 1 kg de polpa, foram sendo retiradas
amostras de 10 gramas, onde foram aplicados os tratamentos, numa

ordem aleatdria.
m Em principio, o fator de interesse (solvente) é qualitativo.

m Experimento balanceado : mesmo nimero de observacdes (unidades

experimentais) por nivel do fator.

m Possivel dependéncia entre as unidades experimentais?
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Solvente Absorbancia (Observacio)
1 2 3 4 5
E50 0,5553 0,5623 0,5585 0,5096 0,5110
EAW 0,5436 0,5660 0,5860 0,5731 0,5656
MAW 0,4748 0,4321 0,4309 0,5010 0,4094
E70 0,6286 0,6143 0,5826 0,6079 0,6060
M1M 0,1651 0,1840 0,2144 0,2249 0,1954
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Modelagem

m Em todos os exemplos, podemos considerar em algum tipo de
modelagem estatistica, para responder as perguntas de interesse.

m Uma possibilidade: modelos normais lineares homoceddsticos
(heterocedasticos).

m A escolha de um modelo deve ser pautada: nos objetivos do
experimento, nas caracteristicas dos dados, em experiéncias

anteriores e na analise descritiva.
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m Tais modelos (de regressdo, de planejamento ou de Anilise de

Covariincia) podem ser decompostos em uma parte sistemdtica e

uma parte aleatdria.

m Todos eles podem ser acomodados em uma estrutura geral chamada

de modelo linear normal homocedistico (heteroceddstico) geral.
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Exemplo 8: desconsiderando as etiologias cardiacas

Yi= o+ fixi+&,i=1,..,124

m g R N(0, 02).

m (o, B1,0°)" : pardmetros desconhecidos.

m x;: carga a que o paciente / foi submetido (conhecido e n3o

aleatério).
m Parte sistematica: £(Y;) = Bo + Pf1x;.
m Parte aleatéria: &;.

m O modelo acima implica que Y; ing. N(Bo + B1xi, 0?)
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m 31 : é 0 aumento esperado no consumo de oxigénio para o aumento

de uma unidade na carga imposta.
m Se for possivel observar x; = 0 (carga igual a 0), temos que:

m (3 : valor esperado do consumo de oxigénio para pacientes

submetidos a uma carga igual a 0.

m Caso contrério, podemos considerar o seguinte modelo:

124
1
Yi=fo+ bl —X)+&,i=1,..,124,x = @;x,-.

m Neste caso, By € o valor esperado do consumo de oxigénio para

pacientes submetidos a uma carga igual a média amostral.
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Exemplo 8: considerando as etiologias cardiacas

Yi: Boi + Buxi + &, i =1,..,4j=1,..n;

m Etiologias = CH (i=1),ID (i =2), IS (i =3), C: (i = 4).

m & N0, 02).

m (Bo1, Bozs Boss Boas Bt Biz, P13, Bia, o)’ : pardmetros desconhecidos.

m Xjj. carga a que o paciente j que apresenta a etiologia cardiaca i foi
submetido (conhecido e n3o aleatério).

m Parte sistemdtica: £(Yj;) = Boi + Srixj.

m Parte aleatéria: §j.

m O modelo acima implica que Yj; ind. N(Boi + Brixij, 02).
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Exemplo 9: Modelo (parametrizacdo de médias)

Yi = i + &,

i=1,2,..,5(grupos);j = 1,...,5 (unidades experimentais)

m Erros (parte aleatéria): & K N(0,0?), piyi =1,2,3,4,5 n3o

aleatoério.
2
m & (Vi) = pis Vey (Vi) = 0°
m Parte sistematica: u; - média populacional relacionada ao i-ésimo
fator.

= Yy N (i, 0?).
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Exemplo 9: Modelo (decomposicdo das médias)

Yi =p+ai+&j,

i=1,2,..,5(grupos);j = 1,...,5 (unidades experimentais)

m Erros (parte aleatéria): & K N(0,02), p,a; = 1,2,3,4,5 n3o

aleatodrios.
2
m &, (Vi) = pir Ve, (Vi) = 0°.
m Parte sistemdtica: pu; = u + «; - média populacional relacionada ao
i-ésimo fator.

Y ind. N(u+ a;,0?).
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m Note que, do modo como o modelo foi definido, temos cinco médias
0 = (1, o, 143, pia, j15)’ € seis pardmetros
B = (u, a1, a2, 03, a4, a5)".

m Ou seja, dizemos que o modelo estd superparametrizado.

m Isto implica que o modelo n3o estd identificado, ou seja, diferentes
valores para os pardmetros (3 podem levar a uma mesma

verossimilhanca.
m Duas opgoes:

m Identificar o modelo (reduzindo o ndmero de pardmetros no vetor (3)
(abordagem escolhida).

m Trabalhar com o modelo n3o identificivel, concentrando os esforcos
nas func¢des estimaveis (pesquisar).
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m No entanto, se fizermos a; = 0, teremos que p = p1, ou seja, ele
serad a média (populacional) do grupo de referéncia (grupo 1, neste
caso).

m Além disso, o; = pj — 1 € a diferenca entre a média do grupo i e a
média do grupo de referéncia.

m Por exemplo: E50 (i = 1), E70 (i = 2), EAW (i = 3), MIM (i = 4)
e MAW (i =5).
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Exemplo 9: Modelo (casela de referéncia)

Yi=p+ai+ &,
i=1,2,..,5(grupos);j =1,...,5 (unidades experimentais)

m Erros (parte aleatéria): & %7 N(0,02), p, i = 1,2,3,4,5 ndo
aleatérios com, a; = 0.

w &, (Vy) = i, Ve, (V) = o2,

m Parte sistematica: y; = p + «; que é a média populacional
relacionada ao i-ésimo fator.

m Y g N(u + aj, 0?).

m Interpretagbes: © = 1, ou seja é a média do grupo de referéncia e

Qi = fi — p1-
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Exemplo 9: Modelo (desvios com restri¢do)

Yi=p+ai+ &,
i=1,2,..,5(grupos);j =1,...,5 (unidades experimentais)

m Erros (parte aleatéria): & %7 N(0,02), p, i = 1,2,3,4,5 ndo
aleatérios, com 3>, ;=0 ou as = — S+, .

w &, (Vy) = i, Ve, (V) = o2,

m Parte sistematica: y; = p + «; que é a média populacional
relacionada ao i-ésimo fator.

m Y g N(u + aj, 0?).

m Interpretagbes: = = %ZL Wi, € média das médias e

o = Wi — W.
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Exemplo 9: Modelo (desvios sem restricdo)

Yi = p+ o+ &,
i=1,2,..,5(grupos);j = 1,...,5 (unidades experimentais)
m Erros (parte aleatéria): & K N(0,02), p,a,i = 1,2,3,4,5 n3o
aleatdrios e n3o se impde restricdes entre os parametros.
m &, (Vi) = pi, Ve, (Yy) = o2,
m Parte sistemdtica: u; = p + «; que é a média populacional
relacionada ao i-ésimo fator .

ind.

Y~ N+ i, 0?).

m Os parametros p e o, i = 1,2,3,4,5 ndo possuem interpretacdo.
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Resumindo

m Nas parametrizacdes: de médias, casela de referéncia e desvios com
restricio o modelo esta identificado e os parametros p e «; possuem
interpretacdes bem definidas.

m Na parametrizagdo desvios sem restricao o modelo n3o estd
identificado e os pardmetros i e a; ndo possuem interpretaces.

m Trabalharemos quase sempre com a parametrizagao casela de
referéncia.

m Em qualquer uma das quatro parametriza¢es temos que
i = p+ ;. Para um mesmo conjunto de dados e um mesmo
método de estimacgdo, as estimativas de u; sdo as mesmas, entre as

quatro parametrizagoes.
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Algumas hipéteses de interesse

m lgualdade simultdnea das cinco médias:

m Parametrizacdo de médias: Ho : 1 = pi2 = 3 = pa = s vs Hi : ha
pelo menos uma diferenca.

m Parametrizacdo casela de referéncia : Hp: o =azs =as = a5 =0
vs Hi : hd pelo menos uma diferenca.

m Parametrizag3do desvios com restricdo: Hp: a1 =ax =az =as =0
vs Hi : hd pelo menos uma diferenca.

m Parametrizagdo desvios sem restri¢3o:
Ho: a1 = a2 =a3 =as =as =0 vs Hy : hd pelo menos uma

diferenca.
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m Note que, em todos os casos, os modelos estdo bem definidos, no
sentido de que todas as suposicGes foram descritas e os parametros,
interpretados (com excegdo da parametriza¢do desvios sem
restricdo).

m Os modelos anteriores se enquadram na classe dos modelos de

regressdo normais lineares homocedasticos (MRNL).
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Revisao normal multivariada

m Dizemos que Y = (Y1,..., Yp) ~ Np(p, X) se sua fdp é dada por

Arly) = [E172m) P2 ep { <5 (v = 1) 7 (0 - ) Ba(y)

m p é o vetor de médias e £ é a matriz de covaridncias.

- . a a2 ~
m Forma quadritica: seja x = (x1,x) e A= , entdo
dasy daa
ay  az X1
Z:X/AX=|:X1 X2:| =
a3 aa X2

a1x? + (a2 + a3)xixo + agxs.

m Se A for uma matriz simétrica, entdo z = 31X12 + 2a0x1% + agx?.
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Parametros

En) i
E(Y;
T I I
E(Yp) Hp
O'% J12 O1p
g 0'2 g
nE=Co(Y)=| = ° i
O1p O2p - O'g
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Propriedades

m Fechada sob marginalizagio: Y; ~ N(u;, o?).

m Y, lY,Vi#jso;=0.

B Se Agxp) € B(gx1) forem matrizes ndo aleatérias, entdo
V =AY + B ~ Ny(Ap + B,AZA).

m Se A(,,) for uma matriz ndo aleatéria, simétrica e idempotente de
rank =p, p=0e X = 02I(pxp), ent3do
V=2LY'AY ~ 2 r = tr(A).

m Se A(pxp) for uma matriz ndo aleatdria, entdo

E(Y'AY) = tr(AX) + i/ Ap.
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Propriedades (cont.)

m Se A(pxp) for uma matriz ndo aleatdria, simétrica de rank = p e

p=0,entio V=Y AY ~ 2, r=tr(A) & AXA= A

m Sejam A(gxp) € B(sxp) matrizes ndo aleatériase V = AY e

W = BY. Entio VLW < AXB = 0.

m Sejam A,y p) € B(pxp) matrizes ndo aleatdrias e simétricas e

V=YAY eW=Y'BY. Entio VLW < AXB = 0.
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Notacdao matricial para o MRNL

Y1 X11 Xip B1 &1

Y, X21 X2 /62 52
Y= X = T 8= &=

Yn Xn1 ce Xnp 6p gn

m Suposicio & ~ N,(0,021,) (que é o vetor de erros).

m Y é o vetor das varidveis resposta.

m O indice n da varidvel resposta é geral e pode representar
combinag¢des de indices.

m X é a matriz de plajenamento (ou delineamento) que define a parte

sistematica do modelo.
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Exemplo 8

m Para o primeiro modelo, temos que

Yl 1 X1 fl
Ys 1 x &
Y — ) ,X = ) ) 7ﬁ — 60 ’5 =
' Do B
Yioa 1 xx §124

m Naturalmente, depois do experimento ser realizado, teremos um
vetor de observa¢des (nimeros): y = (y1, ..., y104)'.

m Exercicio: escrever na forma matricial o segundo modelo (no qual se

considera as diferentes etiologias cardiacas).
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Exemplo 9 (parametrizacdo de médias)

[1 0 0 0 0]

[ vy ] 1 00 0 0 [ en |
Y12 0 1 &12
Y13 . . . . . 513
Yia 1 0 1 14
Yis 0 1 2 &15

Y= Yo1 , X = . . . . . ,B= M3 €= &1
1 0 Ha
00 0 1 0 s
Ys1 &s1
1 0
L Yss | 0 | &5 |
Lo o 0o 0 1|

Naturalmente, depois do experimento ser realizado, teremos um vetor de observagdes (niimeros)

y =1, ys) .
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Exemplo 9 (casela de referéncia)

Y1 1 0 0 0 O &1
Y12 1 1 0 0 O &2
Yi3 FE &13
Yia 1 1 0 0 0 m &1a
Yis 10 1 0 0 az €15
Y=| Yy [, X=| . . . . . |.,B8B=]| a3 |.€=]| &
1 0 1 0 O (o7
1 0 0 1 O as
Y1 51
1 0 0 1 O
| Yss | 1 0 0 0 1 L &s5 |

1 0 0 0 1

Naturalmente, depois do experimento ser realizado, teremos um vetor de observagdes (nlimeros)

y =1, y5) .
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Exemplo 9 (desvios com restricdo)
(1 1 0o o o0

Y11 1 1 0 0 &1
Y12 1 0 1 0 &2
Yi3 13
Yia 1 0 1 0 0 m &1q
Yis 1 0 0 1 0 ax &15
Y=| Yau |, X=] . . . . . B=| a2 |, €= &n
1 0 0 1 0 as
1 0 0 0 1 [
Y51 51
1 0 0 0 1
| Vs | 1 -1 -1 -1 -1 | s |

1 -1 -1 -1 -1 |

Naturalmente, depois do experimento ser realizado, teremos um vetor de observagdes (niimeros)

y =1, y) .
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Exemplo 9 (desvios sem restrigdo)

[1 1 0 0 0 0]

[ v ] 1 1 0 0 0 0 [ en ]
Y12 1 0 1 512
Yi3 13

m
Yia 1 0 &1a
Qg
Yis 1 0 1 &1
[e%]
Y=| Yu |, X=| . . . . . . |.B= €= &
[e%]
1 1 0
N
1 0 1 0
Ys1 as &1
1 1 0
L Yss ] 1 0 1 655 i
1 0 0 0 0 1|

Naturalmente, depois do experimento ser realizado, teremos um vetor de observagdes (ntimeros)

y =1, y5) .
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Estimacao dos parametros

m Estimador usual para B: minimos quadrados ordinarios (MQO).

m Objetivo: obter B que minimiza Q(8) = (Y — XB)'(Y — XB). Em
geral, B € RP. Assim, para efetuar a minimiza¢do, podemos resolver
o sistema de equac¢des definido por %}BB) = 0 (chamada de
equagdes normais).

m Logo, temos que resolver o seguinte sistema:

9Q(B)

9B ‘B—B
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m Por outro lado, temos que:

0 0

%Q(ﬂ) = %(Y’Y —2Y'XB+ B X'XB) = -2X'Y +2X'X33
9 1 I'wva
= %Q(ﬁ)‘ﬁ:BZO% oX'Y +2X'XB =0 (1)

- B=(X'X)"'XY
desde que X’X seja inversivel. Como n >>> p, tal inversibilidade

ocorrera se, o somente se, a matriz X tiver posto coluna completo.

m Isto, por sua vez, ocorre quando o modelo estd identificado (ndo
estd superparametrizado) e/ou quando n3o ha covaridveis que sejam

combinac¢des lineares de outras.
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m O sistema de equa¢des definido por (1) é consistente, ou seja,

apresenta pelo menos uma solucdo.
m A justificativa ndo formal para isso é relativamente simples:

m Se X'X for inversivel (rank(X) = p), a solugdo tnica.

m Se X’'X for n3o inversivel (rank(X) < p), podemos considerar
alguma inversa generalizada de X’X. Neste caso, o sistema pode
apresentar infinitas solucdes e as fungbes estimdveis passam a ter
uma importancia maior do que os pardmetros isoladamente.

m No dltimo caso, uma solucdo é dada por B =(X'X)” X'Y, (em que

(X’X)™ é uma inversa generalizada de X'X).

m Em principio, vamos trabalhar com modelos (parametrizacdes) para

0s quais a solugdo é tnica.
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Propriedades do Estimador de MQO

= Uma vez que B = (X'X) " X'Y, Y ~ N,(XB,052I,) e pelas

propriedades associadas a vetores aleatérios e a distribuicio normal
multivariada, temos que:

m E(B) = (X'X) " X'E(Y) = (X'X) " X' X3 = B. (n3o viciado).

= Cov(B) = (X'X) "' X' Cov(Y)X (X'X) ' =2 (X' X)".

m B~ Ny(B,02 (X' X)) (normalidade).

® B ~ No(Bj,0%08,),j = 1,...,p, 0, & 0 j-ésimo elemento da diagonal

principal da matriz (X'X™1).
m Observacdo: sob a suposicdo de normalidade, o estimador de MQO

coincide com o estimador de MV (mdxima verossimilhanga).
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Estimadores de MQO nos exemplos anteriores

m No Exemplo 8 (modelo 1), temos que

124
nY n X
X'y = 124 XX = 124 Z112_41 ’2
>ty Yixi DoitiXi Dy X
124 124
LX'X) = 1 Yk =X

2 124
PSR- (S2x) L XN

() ) =(S ) (25 Yix)

. 5 n2124 2 (2,124 )
wAsm B e (o (5 )

2
n 3012 k= (3012 %)
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Estimadores de MQO nos exemplos anteriores

m No Exemplo 9 (casela de referéncia, oy = 0), temos que

[ nY ] [ n n n3y ng ns ] [ Y, ]
nyYs nn nno 0 0 O Y,—-Y;
XY=V [iXX=|n 0 ng 0 0 |iB=]Vs-V,
mYa ng, 0 0 ng O Y.—-Y;

nsYs RE 0 0 0 ns | i Ys—Y;: |

m Exercicio: repetir os desenvolvimentos acima para as

reparametrizacSes de médias e desvios com restric3o.
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Estimadores de MQO nos exemplos anteriores

m No Exemplo 9 (desvios sem restricdo), temos que

r T n ng np n3 ng ns
nY
— m m 0 0 0 0
I71Y1
_ ny 0 ny 0 0 0
/ n2Y2 /
XY = _ XX=|n 0 0 n 0 0
n3Y3
— ngp, 0 0 O n O
n4Y4
_ ns 0 0 0 0 ns
n5Y5

i ~ s s
m Neste caso, X' X nao é inversivel.
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Estimador de o2

m Sob normalidade, o estimador de méxima verosimilhanca de o2 é

dado por

=2 (v x3) (v x5)
o qual é viciado.

m Na prética considera-se o seguinte estimador:

e (v x3) (v )

m O qual é ndo-viciado. Além disso, pode-se provar que 3152 e

(n—p)&? 2
o7 Y X(n-p)-
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Testes de hipdteses simples

m Em geral, nos modelos descritos acima, tem-se o interesse em testar

se

Ho : Bi = Boi vs Hy: Bi # Boisi=1,....p

m Por exemplo, no primeiro modelo, é de interesse testar se a carga

nao contribui para explicar o consumo de oxigénio, ou seja:

Ho:f1=0vs Hy:p1 #0,

aio Azevedo

sobre modelos de regr



m No terceiro modelo, podemos ter interesse em testar se as médias
dos solventes 1 e 2 s3o iguais, 0 que, nas parametriza¢des casela de

referéncia e desvios com restricdo, equivale a testar se:

Ho:az =0vs Hy :az #0,

m Veremos como testar hipdteses mais gerais em breve. Contudo,
hipéteses simples como as apresentadas, podem ser testadas

usando-se o fato de que:

T= ﬁ' Foi ~ t(n_p), Sob Ho. (2)

O’ﬁ]
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m Lembremos que, no caso de hipéteses bi-laterais (= vs #) o p-valor
é dado por p — valor = 2P(T > |t||Hp), em que T ~ t(,_p), sob

Ho e t. é o valor calculado da estatistica definida em (2).

m Demonstragdo: exercicio.
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Exemplo 8: modelo 1

Parametro Estimativa  EP  Estat. t IC(95%)  p-valor
5o 656 036 1843 [587;726] <0,0001
Jeit 0,09 0,01 12,52 [0,07; 0,10] <0,0001

Os dois parametros s3o diferentes de 0. A carga influencia positivamente
o consumo de oxigénio. O consumo de oxigénio para pacientes

submetidos a carga 0 tende a se apresentar entre 5,87 e 7,26.
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Consumo de oxigencio em funcao da carga
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Exemplo 8: modelo 2

Pardmetro  Estimativa EP  Estat. t 1C(95%) p-valor
Bo1(C) 6,56 0,71 918 [516;7,96] <0,0001
Bo2(CH) 6,63 0,75 8,88 [5,17;8,10] <0,0001
Bos(ID) 735 078 945 [582;8,87] <0,0001
Boa(1S) 6,80 0,66 10,33 [5,51;8,09] <0,0001
B1(C) 0,09 0,01 7,62 [0,07;011] <0,0001
B12(CH) 0,10 0,01 7,14 [0,07;0,13] <0,0001
B13(ID) 0,05 0,02 2,82 [0,02; 0,08] 0,0056
B1a(1S) 0,08 0,02 4,78 [0,05;0,11] <0,0001

O consumo de oxigénio dos pacientes para carga 0 parecem ser semelhantes

entre os grupos. O aumento no consumo parecer ser menor que os demais,

a
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Consumo de oxigencio em funcao da carga
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Exemplo 9

Pardmetro  Estimativa EP 1C(95%) Estat. t  pvalor
1 (E50) 0539 0011 [0517;0561] 47,826 < 0,0001
ay (E70) 0,069 0,0160 [ 0,037 ; 0,010] 4,298 0,0003
az (EAW) 0,028 0,0160 [-0,004 ; 0,059] 1,726 0,0998
ayg (M1M) -0,343 0,0160 [-0,374;-0,311] -21,481 < 0,0001
as (MAW) -0,090 0,0160 [-0,121 ;-0,058] -5,624 < 0,0001

Parametro a3 ndo significativo. Isto sugere uma possivel equivaléncia

entre os solventes E50 e EAW.
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Comentarios

m Caso a normalidade n3o se verifique, podemos utilizar resultados
assintoticos.

m Para testar as hipdteses anteriores, podemos utilizar a estatistica:

~

7_ 5:’:250;
A/ O O'ﬁj
a qual, sob Hp, sob certas condicdes e para n suficientemente
grande, tem distribuicdo aproximadamente N(0,1), sob Hp.
m Algumas condic¢des: B, tem de ser um estimador com distribui¢ao
- ~ P
assintética N(Boj, 0203,) e 02 — o2,
n—o0
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Comentarios

m A suposicio de heterocedasticidade também pode ser relaxada.
m Nesse caso, outro processo de estimacio devera ser usado.

m Também, outras estatisticas de teste terao de ser consideradas.

aio Azevedo

sobre modelos de regr



Mais hipdteses de interesse

m Voltemos ao exemplo 8 (modelo 2). Temos quatro interceptos
(Bo1 Bo2, Bos, Boa)' € quatro coeficientes angulares
(B11, B12, P13, B14)". Ou seja,
B = (Bo, Boz; Bos, Boa, P11, P12, P13, P1a)".

m lgualdade simultanea dos interceptos:

Bor — Boz =0,
Ho: < Boi — oz =0, vs Hi:hd pelo menos uma diferenca
Bor — Bos = 0.
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Mais hipdteses de interesse

m lgualdade simultanea dos coeficientes angulares:

p11 — P2 =0,
Ho: < 11— Bz =0, vs Hi:hd pelo menos uma diferenga
P11 — P1a = 0.
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Mais hipdteses de interesse

m Igualdade simultdnea dos interceptos (entre si) e dos coeficientes

angulares (entre si):

Bor — Po2 =0,
Bor — Boz = 0,
Hy : Por = foa =0, vs Hp : ha pelo menos uma diferenca
p11 — P2 =0,
P11 — P13 =0,
B11 — Bia = 0.

Prof. Caio Azevedo
Revisdo sobre modelos de regressdo normais lineares



Mais hipdteses de interesse

m Voltando ao exemplo 9 (considerando a parametrizacio casela de
referéncia). Lembrando que 3 = (i, ap, azay, as)’. Igualdade

simultanea entre as médias:

Ho:ap = a3 =ag = as =0 vs H; : hd pelo menos uma diferenca

m A média das médias dos trés primeiros grupos é igual a média do

quinto grupo:

IR s gy IR

< Hp:ao+a3—3a5=0 vs H : ap + a3 —3as5 #0
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Hipdteses de interesse

m Todas as hipdteses anteriores (e outras tantas) podem ser reescritas

como :

Ho : C(rxp)ﬁ(pxl) = M(rxl) vs Hp: C(rxp)ﬁ(pxl) # M(rxl)v

em geral, r < p e C é uma matriz de posto linha completo =re M

um vetor, ambos conhecidos e n3o aleatérios.
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Hipdteses de interesse

m Voltanto ao exemplo 8, modelo 2. Lembrando que.

B = (Bo1, Boz, Pos, Boa, P11, P12, P13, P14)’. A hiptese de igualdade

simultanea dos interceptos é obtida através de:

1 -1 0 0 0O0O0O 0
C=|1 0 -1 0 0O0O0O0|:M=]|0
1 0 0 -1 0O0O0O 0
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Hipdteses de interesse

m Em relagdo a hipdtese de igualdade simultdnea dos coeficientes

angulares, temos que:

0 0001 -1 0 O 0
C=|00001 0 -1 0 |:M=]0
00001 O 0 -1 0
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Hipdteses de interesse

m Em relagdo a hipdtese de igualdade simultanea dos interceptos

(entre si) e dos coeficientes angulares (entre si), temos que:

1 -1 0 0 0 O 0 O 0
1 0 -1 0 0 0 0 O 0
10 0 -1 0 O 0 O 0
o o0 0o o0 1 -1 0 O 0
o 0o o o 1 0 -1 0 0
o 0 o0 o 1 0 0 -1 0
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Hipdteses de interesse

m Voltanto ao exemplo 9, sob a parametrizagdo casela de referéncia.
Lembrando que. 8 = (u, a2, a3, cua, as)’. A hipétese de igualdade

simultanea de iguldade de médias é obtida através de:

o)
|
o o o o
o o o =~
o o ~ o
o ~» o o
|
o o o o
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Hipdteses de interesse

m Em relacdo a hipdtese de igualdade entre a média das médias dos

trés primeiros grupos e a média do quinto grupo, temos:

c=[o110 3]iMm=[0]
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Teste de hipéteses C8 = M

-1

m Lembremos que B = (X'X) " X'Y, e B~ Np(B,02 (X'X) ).

Assim, 8 = CB — M ~ N, (cB ~M, 02C(X’X)—1C’).
1 1~
m Logo, Qi = —0 [C(X'X)™1C"] '8 ~ 2, sob Ho.
g
m Se o2 for conhecido, podemos utilizar a estatistica Q; e rejeitar H

se g1 > g (qy : valor calculado da estatistica do teste),

P(x? > qc|Ho), ou se se p — valor = P(x? > q1|Hp) < c.

m Esse raciocinio sera utilizado em todas as outras estatisticas.
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Teste de hipéteses C8 = M

Contudo, em geral, o2 é conhecido.

Lembremos que B = (X'X) "' X'Y, e B ~ Ny(8,02 (X'X) ).

Assim, 8 = CB — M ~ N, (CB —M™, J2C(x’X)*1c’).

1~ 1
Logo, =0 [C(X'X)™C"] "8 ~ x2 sob Hy.
o
m Como o2 é desconhecido, uma opcdo seria substitui-lo por um

estimador consistente, por exemplo,

5o 1 (fo,é)'(vfxﬁ).

n—p
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Teste de hipéteses C8 = M

m Portanto

Q = %@’ [c(x'x)"'c'] ‘6
= o (cB-m) [cxx) ) (cB - m)

g
2
Xr

%

sob Hy, para n suficientemente grande.
m Contudo, sob as suposi¢cdes de normalidade, independéncia e
homocedasticidade, podemos utilizar uma outra estatistica.

(n—p)3° 2
or ™ X(n—p)
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Teste de hipéteses C8 = M

m Assim, tem-se que

1~ Il =10
Q B |:0'20 [C(X X) IC] 9:| /r _’é’ [C(X/X)flc/}*l’é
N (= e &
(cB—m) [cxx)c] " (cp - m)
= 52 ~ Firnp)

sob Hy.

m Na auséncia de normalidade, podemos considerar a estatistica Q

definida anteriormente.
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Auséncia de homocedasticidade

Y= XB+¢

m Suposicio: € ~ N,(0,X), em que

02 0 0 0

0 o2 0 0

=] 0 0 o2 0
0 0 0 ... o2 |
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Tabela de contingéncia r x 2: produto de binomiais

independentes

Varidvel 1 (resposta)
Ci Ci2 Total
Varidvel 2 G1 Mi(011)  Nia(612) n.
(explicativa)  Cop Noi(621)  Noo(622) no.

C2r er(arl) Nr2(0r2) nr,
Total - N1 N2 n.
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Tabela de contingéncia r x 2: produto de binomiais

independentes

m Neste caso, Nj; ind. binomial(n; ,0;1),i = 1, ..., r. Definindo

N = (Ny1, Npy, ..., N,p)’, temos que

n1.611 (1 — 611) 0 0 0

0 n2.021 (1 — 61) 0 0

Cov(N): 0 0 n3 031 (1 — 931) L. 0
0 0 0 e 8 (1—6,)

Prof. Caio Azevedo
Revisdo sobre modelos de regressdo normais lineares



Auséncia de homocedasticidade

m Neste caso, é mais apropriado considerar o estimador de minimos

quadrados ponderados (MQP).

m Objetivo: obter 3 que minimiza Q(3) = (Y — XB)Z (Y — X3).
Em geral, 8 € RP.

m Através de desenvolvimentos semelhantes ao caso do estimador de

MQO, obtemos:

By =(XET X)X’z ly

m Pode-se provar que: BW ~ N, (ﬁ, (X’Z_1X)_l).
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Auséncia de homocedasticidade (testes de hipétese)

m Considere X conhecido.

m Para testar as hipdteses anteriores, podemos considerar semelhante
construc3o relacionada a estatistica Qo.

m Nesse caso, temos que
Gw = CBy — M~ N, (cg —M,Cc(xX'z'x)"" c').

m Defina
Qv = 0y [C(X'T'X)1C] " bw
= (CBw - M)' [CxX'=7 X)) (CBy — M)

m Assim, sob Hy, Qw ~ X2.
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Auséncia de homocedasticidade (testes de hipétese)

m Assuma X desconhecido.

m Para testar as hipdteses anteriores, também podemos considerar

semelhante construc3o relacionada a estatistica Qo.

. o . . .o P
m Considere X um estimador consistente para X, ou seja X — X.
n— o0
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Auséncia de homocedasticidade (testes de hipétese)

~s ~— -1 —~—
= Defina By, = (X'E 1x) X'ETY. Assim,

Bu 2> Ny (8,(X'E7X) 7).

n— o0
m Defina também, 8,, = CB,, — M. Logo,

Ow 2 N (CB-Mm,C(X'ETX) " C).

n—
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Auséncia de homocedasticidade (testes de hipétese)

m Considere

Qi = 6o [C(x’i’lxrlc’}_lé’;v
= (chw- M)' [C(x’i’lxrlc’] - (CBw M)

m Sob Hjp, para n suficientemente grande, @y, ~ X%-
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Auséncia de homocedasticidade e independéncia

Y= XB+¢

m Suposi¢do & ~ N,(0,X), em que

2

o7 012 013 ... O1p
2
J12 g5 023 ... O2p
— 2 2
2= | 013 053 05 ... O3
2 2 2 2
L O1n O3, 03, ... [ ]
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Tabela de contingéncia r x s: multinomial

Varidvel 1 (resposta)

Ci1 Cio Cl(s—l) Cis Total
Variavel 2 Co1 N11(911) N12(912) Nl(s_l)(al(s_l)) N15(915) Ny,
(resposta) G2 No1(021)  N2o(622) ... Ny_1)(fas—1))  Nas(025) No.
C2r er(erl) Nr2(0r2) Nr(s—l)(er(s—l)) Nrs(ers) Nr4
Total - N1 N e N4(s—1) N s n

0 = (011,012, ..., 015, ..., Ors_1).
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Tabela de contingéncia r x s: multinomial

m Neste caso, N = (Ny1, Noy, ..., Nig, ..., Nis—1)" ~ multinomial(n_, 6),

e
n. 611 (1 — 611) —n. . 011612 —n. 011013 e —n. 011051
—n. 611612 n 612 (1 —612) —n. 612013 . —n. 612051
Cov(N)= —n. 011013 —n. 012013 n . 613(1—063) ... —n. 013051
—n. 011051 —n. 012051 —n.. 013051 cee N 01 (1—0s_1)
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Auséncia de homocedasticidade e independéncia (testes de

hipStese)

m O desenvolvimento é muito similar a situacdo relativa a auséncia de

homocedasticidade (heterocedasticidade).

m Neste caso, é mais apropriado considerar o estimador de minimos
quadrados generalizados (MQG).

= Objetivo: obter B que minimiza Q(8) = (Y — XB)'T (Y — X3).
Em geral, 8 € R”.
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Auséncia de homocedasticidade e independéncia (testes de

hipStese)

m Considere X conhecido.

m Para testar as hipdteses anteriores, podemos considerar semelhante

construc3o relacionada a estatistica Qg.

m Nesse caso, temos que

06 =CBc— M~ N, (cg ~M,C(X'T'x)" c’).
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Auséncia de homocedasticidade e independéncia (testes de

hipStese)

m Defina

Q = 6g[C(X'T'X)"1C'] b
= (che - M)' [cx'=7x) 1) (CBg - M)

m Assim, sob Hy, Qg ~ XE-
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Auséncia de homocedasticidade e independéncia (testes de

hipStese)

m Assuma X desconhecido.

m Para testar as hipdteses anteriores, também podemos considerar

semelhante construc3o relacionada a estatistica Qg.

- . . s P
m Seja X um estimador consistente para X, ou seja X — X.
n—oo
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Auséncia de homocedasticidade e independéncia (testes de

hipStese)

~k ~— -1 —~—
= Defina B = (X'E 1x) X'EY. Assim,
B 2 Ny (8, (X'E7X) )
G n—o0o p ’ ’
m Defina também, 52 = CBE — M. Logo,

o~k D _ —1
bc -2 N, (€8-M.Cc(xE7'X) ' C);
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Auséncia de homocedasticidade e independéncia (testes de

hipStese)

m Considere

o~k

Q - o, [C(x’i‘lxrlc’]_ 0

(CBZ- - M)' [C(x’i:‘lxrlc'] B (cB’g - M)

m Sob Hy, para n suficientemente grande, Q% ~ x2.
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Resumo

m Relembrando que estamos considerando a estrutura Y = X3+ €& e

nosso interesse consiste em testar:

Ho : Cirxp)Bipx1) = M(rx1) vs Hi: Cirxp)Bioxi) # M(rx1)

m Sob normalidade, homocedasticidade e independéncia: pode-se
considerar o estimador de minimos quadrados ordinarios e utilizar a
estatistica Qo a qual, sob Hp, tem distribuicdo exata F, ,_ .

m Sob ndo-normalidade, homocedasticidade e independéncia: pode-se
considerar o estimador de minimos quadrados ordindrios e utilizar a
estatistica Q a qual, sob Hp, tem distribuicio aproximada x?, para n

suficientemente grande.
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Resumo

m Sob normalidade, heterocedasticidade e independéncia:

m X conhecido: pode-se considerar o estimador de minimos quadrados
ponderados (8,,) e utilizar a estatistica Qw a qual, sob Ho, tem
distribuicdo exata x2.

m X desconhecido: pode-se considerar o estimador de minimos
quadrados ponderados (B*W) e utilizar a estatistica Qyy a qual, sob

Ho, tem distribuicio aproximada x?2, para n suficientemente grande.
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Resumo

m Sob normalidade, heterocedasticidade e dependéncia:

m X conhecido: pode-se considerar o estimador de minimos quadrados
generalizados (BG) e utilizar a estatistica Q¢ a qual, sob Hp, tem
distribuicio exata x2.

m X desconhecido: pode-se considerar o estimador de minimos
quadrados generalizados (BZ) e utilizar a estatistica Q¢ a qual, sob

Ho, tem distribuicio aproximada x?2, para n suficientemente grande.
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Resumo

m Na segunda parte do curso veremos outras estruturas de regressao
em situacdes nais quais mais de uma das suposicdes anteriores ndo
se verifica.

m Observag3o: nos resultados relativos a convergéncia em distribuicdo

ko ok
os estimadores cometeu-se um abuso de notacio,
d t d W 9?;!/7 G MG t b d tag
ja que a matriz de planejamento depende do tamanho da amostra n.

m Uma alternativa (mais apropriada) é dizer que
3* Is—1y\ "1 T
Bw ~ N, (B, (X'E™*X) "), para n suficientemente grande

(valendo o mesmo para os outros trés estimadores).
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Voltando ao exemplo 8

m Vamos utilizar a estatistica Qo.

m Teste para igualdade simultdnea dos interceptos (entre si) e dos

coeficientes angulares (entre si): go = 2,17, p — valor = 0,05009.

m Teste para igualdade simultdnea dos interceptos : go = 0,22,

p — valor = 0, 8842.

m Teste para igualdade simultinea dos coeficientes angulares (entre

si): go = 1,72, p— valor = 0, 1666.

m Conclusdo: o modelo 1, que considera interceptos iguais entre si e

coeficientes angulares iguais entre si é mais adequado.
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Voltando ao exemplo 9

m Vamos utilizar a estatistica Qo.

m Teste para igualdade entre a média das médias dos trés primeiros
grupos com a média do quinto grupo: qo = 87,37,

p — valor < 0,0001.
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