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Porque nao usar os MNLM?

m Ja vimos como analisar descritivamente alguns conjuntos de dados

longitudinais.

m Vimos uma das primeiras tentativas de andlise inferencial de dados
longitudinais baseadas em metodologias desenvolvidas para analise

de dados multivariados.
m Vimos também as limita¢des dessas metodologias.

m Estudaremos agora uma modelagem multivariada mas que trata

cada unidade experimental individualmente.
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Porque ndo usar os MNLM (andlise multivariada)?

m Como analisar situacdes desbalanceadas e/ou incompletas? (os
individuos s3o avaliados em diferentes condi¢cdes de avaliagdo e/ou

em quantidades diferentes delas).
m Como modelar a matriz de covariadncias apropriadamente?

m Como considerar a variabilidade intra/entre unidades experimentais

de modo mais apropriado (p.e., diferentes curvas entre individuos)?
m Como reduzir o nimero de parametros de modo apropriado?

m Como modelar heterocedasticidade (variabilidade oriunda de outras

fontes de informag&o)?
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Modelagem para os dados do Exemplo 1 (bilirrubina)

Yi = Bo+ (xj — 1)b1 + &jj,

Jj=1,2,...89, (individuo), i = 1, ...,9 (dia (condigdo de avaliac3o)),
m x;: é odia (1,2,3,4,5,6,8,10,12), em que a concentragdo de bilirrubina,

correspondente ao instante /, foi medida no individuo j.
m Yj : é a concentracdo de bilirrubina no instante i do individuo ;.

m E(Yjj|xj = 1) = Bo é a concentracio esperada de bilirrubina no primeiro

dia de vida.

m (31 : é o incremento na concentragdo esperada de bilirrubina no intervalo

de um dia.
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Cont.

. ii.d. =
m Se considerarmos §;; '~ N(0, 0?), teremos o modelo de regressio
linear tradicional (homoceddstico e com as observacées

independentes).

m Entretanto, temos indicios de que é mais apropriado considerar
alguma estrutura de dependéncia entre os erros (em relagdo as
medidas feitas no mesmo individuo). Por exemplo:

Cov(&j,&irj) = p,p € R, Vi, i', i # i’ (correlagdo uniforme).
m Vamos explorar diferentes estruturas de covarincia (correlagdo) para

OS €erros.
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Modelo normal linear multivariado (marginal)

Yj(ijl) = Xj(ijp)ﬁ(pxl) + gj(ijl)rj =1,..,n (1)

(individuo)
m Y; = (Yy,.., Y;), ki : ndmero de condigBes de avaliagdo em que o
individuo j é avaliado.
m X; : matriz de planejamento associada aos efeitos fixos (pardmetros de
regressdo) para o individuo j (n3o-aleatdria e conhecida).
m 3 : vetor de efeitos fixos ou pardmetros de regressdo (ndo-aleatério e
desconhecido).

m §; : vetor de erros associado ao individuo j, §; e N(0,X;).
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Voltando ao Exemplo 1

1 0
Yy
Y’ 11 S
2j Bo 521
Y = X;=|1 2 |:B= ) & =
. 1
Yo 1 11 S
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Algumas propriedades do modelo

u g(YJ) = )(Jl8 =H; = (/u’la ""lLij)t'
m Cov(Y;) =X,

m Distribuicdo dos vetores aleatérios individuais:

Y ~ Ng(X;8, %))
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Estruturas para as matrizes de covariancia

m Diferentes escolhas para X; induzem diferentes estruturas de

dependéncia para o vetor de respostas.

m Por exemplo, quando X; = a2lkj, tem-se 0 modelo de regressdo
linear usual (homoceddstico e com as observa¢des independentes).

m Existem diversas técnicas para sugestdo/escolha de matrizes de
covariancias (ja vimos algumas dessas ferramentas, sob a ética da

andlise descritiva).
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Modelos para a estrutura de covariancia

m N3o estruturada (NE)

01 012 013
012 05 023
2
013 023 O3

014 024 034

014
024
034

2
Oy

m Auto-regressiva de ordem 1 homoceddstica (AR(1))

1 p 0
¥ =2 Pt
P op 1
Py
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Cont.

m Auto-regressiva com média mével de ordem (1,1) homoceddstica

(ARMA(1,1)) ,
1 v v vp

vyl

m Uniforme homoceddstica (U)

02+T T T T
2
T o+ T T T
z:
T T o2+ 7T T

T T T 02—|—7'
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m Toeplitz homocedastica (T)
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m Auto-regressiva de ordem 1 heterocedéstica (ARH(1))

2 2 3
g1 g102p0 g103p g104p
2 2
s - g102p g5 0203p 0204p
B 2 2
g103p g203pP o3 a304p
3 2 2
01040~  0204p 03040 Oy

m Auto-regressiva com média mével de ordem (1,1) heterocedéstica

(ARMAH(1,1))

U% 01027  01037p 0104’7[)2

Z . 01027y 0'% 02037 02047 P

g1037Yp 02037 0% 03047
0104702 020470 03047 Jz%
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Cont.

m Uniforme heteroceddstica (UH)

Z:

2

01
01020
g103p

g104p

g102p0
2
02
02030

02040

m Toeplitz heteroceddstica (TH)
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ot

010201
010302

010403

010201
2
03
0203P1

020402

g103p 0104p

02030 0204p
2

o3 a304p0

2
g304p Oy

0103p2 0104p3

020301  0204p2
2

o3 030401

2
030401 [



m Ante-dependéncia de ordem 1 (AD(1))

2

01 010201 01030102
2
010201 25} 020302
z =
2
0103pP1P2 020302 o3

0104P1P2P3 02040203 030403
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Estimacao

m Sob a dtica frequentista trabalha-se com o produtério das
densidades de cada individuo, ou seja, com o produtério das

distribuicdes multivariadas associadas a Y.
m Também existem métodos Bayesianos.

m Suposi¢do : X; = g(@), em que 0 correspondem as variancias
(62,i =1,2,..k), em que k é quantidade de instante de avaliagio

ou a variancia (02) e aos pardmetros de correlagio (p,7)’.
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Cont.

m Log-verossimilhanga para n observagdes:
1 . 1
8.6) = —5 '”(2”).2 k=5 2; In ||
— iz

+ 2Zj(\( X;B) LN (Y;=X8)  (2)
XJEZJ(O)

m Se 6 for conhecido, o estimador de MV (que corresponde ao

estimador de MQG) de 3 ¢ dado por:

n N n
B=|> Xz X S XY, (3)
j=1 j=1
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Cont.

m Para estimar (), substituimos (3) em (2), obtendo uma

log-verossimilhanga perfilada:

n n

6) = —% In(2m) > " ki — %Z In|X;|

=1
1< N\ g ~
x5 x0)
=1
m A maximizacdo da log-verossimilhanca (4) tem de ser feita através
de métodos iterativos como os algoritmos de Newton-Raphson,

Escore de Fisher, Gauss-Newton, BFGS.

m Uma vez que tais estimativas forem obtidas, as inserimos em (3).
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m As distribuicOes assintéticas dos estimadores podem ser obtidas

através do TCL.

m Os erros-padrdo assintéticos podem ser obtidos através das inversas
das informagdes de Fisher para (para 0) e através de uma férmula
analitica (para 3).

m Os estimadores de MV para 3 sdo ndo viesados, mas o mesmo n3o

acontece com os estimadores de MV de 6.

m Alternativa: estimadores de MV restritos (MVR) (também

chamados de estimadores MV residuais).
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Algoritmo (estimagdo por MV)

m Estima-se 0 através de algum algoritmo de maximizag¢do conveniente
(NR, RF, Gauss-Newton, BFGS), resolvendo-se o sistema de

equac6es dado por
- dn|x;|
SO0 = aak 72 Z a0 Zt [

a (Y, —x8) (Y, - x;B "
+ It ( ! Ja)ak( ;T )]_;th {Zjlg}e:k}
=

1 n
- 33w

(¥, - x:8) (¥, - x:8)

(v, -xB) (Y, - xB)

- 9 (Yj - XJB) (Yj - X,ﬁ)/]

* 90
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Algoritmo (estimagdo por MV)

m A notagao % representa a derivada de X; com relagdo a cada
compomente de 0 o que resulta, para cada componente, numa
matriz.

m Com as estimativas de 6, digamos 5 obtem-se as estimativas de 3,

através de:

-1
> OXIx(0)71X; Zx SR’
j=1
® A matriz de covariancias de B é dada por
-1
Ip= (Zle XJ’-ZJ-(B)*XJ-) e uma estimativa é dada por:

o = (S XE(0)7'X;)
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m Para o estimador 8 uma aproximagao da matriz de covariancias

ol(e
pode ser obtida através da inversa da matriz —H(8) ;;805’90)’ e
uma estimativa é dada pela inversa de: —H(8) = — ( ), ,
0000 |y_p

respectivamente £g9 = —H(0) 1 e g = —H(0) L.
m Os erros-padrdo dos estimadores B ) correspondem a raiz
quadrada dos elementos da diagonal principal das respectivas

matrizes de covariancia.
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m A distribuicdo dos estimadores (exata ou assintética) pode ser

obtida através de um dos seguintes métodos:

m Convergéncia em distribuicdo dos estimadores de maxima
verossimilhanga (,CA? ~N,(B3,X3) e 0~ N, (6,%p)), para n
suficientemente grande.

m Métodos de reamostragem.

m Método Delta (para fungdes, n3o lineares, dos pardmetros, que sejam

de interesse).
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Maxima verossimilhanca restrita (ou residual)

m MVR: consiste em maximizar a verossimilhanca de uma
transformacg3o ortogonal do vetor de respostas, ou seja, da
verossimilhanca induzida por Y; = U;Y;,

= Em geral, Uj = 1, — X;(X}X;) !X

m Assim, Y7 ~ N(0x, U;X;U}).

m Os estimadores de MVR de 3 s3o n3o viesados enquanto que o viés
do estimadores de MVR de 8 sio menores em comparagdo com os

estimadores de MV.

m O nome “residual” vem do fato de que a matriz U; gera os residuos

no ajuste por minimos quadrados ordindrios.
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m A log-verossimilhanca residual ou restrita é dada por

Ir(0) =
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-5 In(2m) > " ki — 5 > In|U;z;U;|
j=1 j=1

1 . * - *
Sy () R (Y)).
=1
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Cont.

m A log-verossimilhan¢a residual ou restrita pode ser escrita como

1 ‘ i
IR(0) = —§|n(2w)2kj—52|n|zj|
j=1 j=1

VRO RVELD

j=1

1 n
> In E XX 'X;| + const. (4)
Jj=1

em que 3 é dado em (3).
m Uma vez que os estimadores de MVR de 6 forem obtidos,

maximizando-se (4) (numericamente), os estimadores de MVR de 3

podem ser obtidos inserindo aqueles em (3).
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m As distribuicGes exatas ou assintéticas dos estimadores de MVR

podem ser obtidas de modo semelhante aos dos estimadores de MV.

m Lembrem-se de que estamos lidando com um conjunto de vetores

aleatdrios independentes mas nao identicamente distribuidos

ind.
Y; ~" Ny (X;8,%)).

m TLC's que levem tal estrutura em consideracdo devem ser utilizados.
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Algoritmo (estimagdo por MVR)

m Estima-se @ através de algum algoritmo de maximizagao conveniente
(NR, RF, Gauss-Newton, BFGS), resolvendo-se o sistema de

equacdes dado por:

_ Ok(6) 1L _10%;
S(00) = 20, 2j:1 [ZI BGJ

(Y x;8) (Y; - %;8)

S

9 (Yj - Xjﬁ) (Yj - Xjﬁ)/

1 1@
+ Zj 20, ]—2;tr

()2
5 -1 -1 -1
X ZJ 89 j Xi
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Algoritmo (estimagdo por MVR)

m Com as estimativas de 6, digamos 5R, obtem-se as estimativas de

Br, ou seja:

Zn:x;zj(’é)*lxj Zx =6
j=1

m A matriz de covaridncias de 3 é dada por

1
ZﬁR — (Zf:l XJ’-ZJ-(B)AXJ-) e uma estimativa é dada por:
~ . -1

T, = (Zle X}ZJ(B)_IXJ)
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m Para o estimador O uma aproximagdo da matriz de covariancias

pode ser obtida através da inversa da matriz

/
Y9, = —Hg(0) = —ggég? e uma estimativa é dada pela inversa
de: —Hg(6) = —Zlgég? . respectivamente Xg, = —Hg(0) ! e

zgR = —HR(H)_I.
m Os erros-padrdo dos estimadores 3z e O correspondem a raiz

quadrada dos elementos da diagonal principal das respectivas

matrizes de covariancia.

Prof. Caio Azevedo

Modelos multivariados (marginais)



m A distribuicdo dos estimadores pode ser obtida através de um dos

seguintes métodos:

m Convergéncia em distribuicdo dos estimadores de maxima
verossimilhanca.
m Métodos de reamostragem

m Método Delta.
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Intervalos de Confianca

o —

m Seja ) o componente de interesse do vetor /3 ou do vetor 8 e EP(9)
um estimador consistente (como aqueles apresentados) do respectivo

erro-padrao.

m IC assintético com coeficiente de confianga de

—
~

0 % 2112 EP (D)

P(Z < za1q)2) = 52
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Testes de Hipétese

m Seja X3 um estimador consistente da matriz de covariancias de 3

(como aqueles apresentados).
m Desejamos testar Hy: CB3=Mvs H; : CG # M

m Podemos usar a seguintes estatistica (do tipo Wald)

Q= (CB - M)I (ci:ﬁc’)_1 (cfa - M)

para n suficientemente grande, temos que Q ~ X(Z,(c) Y

5§ =(CB—M) (CXsC) *(CB—M)
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Comentarios

m Em relacdo aos testes de hipdtese para 8, podemos proceder de

modo andlogo ao que fizemos para 3.

m Note, contudo, que existem trés tipos de pardmetros em 6:
parametros de varidncia (02), de correlacio (p) e de covariancia
(o1). Para os pardmetros de variincia, faz-se necessério testes mais

especificos quando M = 0.

m Para outros detalhes, veja as referéncias.

Prof. Caio Azevedo

Modelos multivariados (ma



Selecdo de modelos: Teste da razdo de verossimilhancas

m Seja 0; o estimador de maxima verossimilhanca obtido sob o modelo

i e 0; sua respectiva estimativa.

o~ ~

m Denote por L;(0;) e /;(6;) o maximo da verossimilhanca e da
log-verossimilhanca do modelo i, respectivamente, avaliados nos
respectivos estimadores de MV, enquanto que L;(8;) e /;(8;) s3o os

respectivos maximos avaliados nas estimativas de MV.
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Teste da razdo de verossimilhangas (cont.)

L1(6y)
Lz(gz)

m Rejeita-se Hy se A < 0., em que d. é um valor critico adequado.

m A estatistica do TRV é dada por A =

m Alternativamente, rejeitamos Hy se
A= —2in(A) = —2 (/1(91) - /2(52)) > A,

em que P(Q>)\.) =0, @~ X%y) e
~ = nlmero de parametros do modelo M, - niimero de pardmetros
do modelo M;.

m Nesse caso, p — valor = P(Q > A|Hp), em que X é o valor observado
da estatistica A e Q ~ x%ﬂy). Assim, rejeita-e Hy se p — valor < a.

Prof. Caio Azevedo

Modelos multivariados (marginais)



Estatisticas de comparacao de modelos

m O TRV ¢ apropriado na compara¢do somente de modelos encaixados
(o modelo com menor niimero de pardmetros é um caso particular

do modelo com maior niimero de pardmetros).

m Além disso, ele ndo leva em consideracdo (diretamente) o nimero de

pardmetros do modelo (somente na distribuicdo da estatistica).

m Existem vdrias alternativas, em termos de estatisticas para comparar
modelos, que “penalizam” a verossimilhanca em relacdo ao nimero

de parametros, tamanho da amostra entre outros fatores.

m Veremos o AIC e o BIC.
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Estatisticas de comparagdo de modelos (cont.)

m O AIC e BIC, para o i-ésimo modelo, sdo dados, respectivamente,

por:

AIC; = —20;(0;) + 2k

BIC, = 72/,'(0,‘) + k In(n)

que /;(0;) denota a log-verossimilhanga do i-ésimo modelo avaliada
em alguma estimativa (p.e. mdxima verossimilhanga), k é o ndmero
de pardmetros e n é o nimero de observacoes.

m Portanto, o modelo que apresentar os menores valores, serd o

modelo “melhor ajustado” aos dados.
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Funcao “gls” pacote “nlme”

m Ajusta a classe de modelos (1) por MV ou MRV, permitindo
heterocedasticidade (entre as condigdes de avaliagdo e/ou grupos)
sob diversas estrturas de correlagao.

m Seja py = E(Yy) = X;3, em que Xj; é i-ésima linha da matriz X;.

m A funcdo gls trabalha com a estrutura
Cov(Y;) = £; = 0°R; = 0°N;C;\;, em que 0% > 0 é um pardmetro
de escala, Aj é uma matriz diagonal com elementos positivos (para

permitir heterocedasticidade) e C; é uma matriz de correlagdes

(como aquelas vistas anteriormente).
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Cont.

m Temos ainda que

i (i, 0:vip)Ci(@)Ni (i, 6; vi)

em que 6 = (&, ¢')’, & é um vetor de parametros de varidncia e v;;

R (1, 0;vj) =

é um vetor de covaridveis (conhecidas) das variancias.

m Portanto, a variancia de cada observacdo é dada por

a2\?(8; vij)

V(Y;) =
’ 02/\2(ufj,5;v,-j)
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Cont.

m \(.) é uma fungdo de varidncia. Exemplos sdo dados abaixo (e;
denota um estrato 7, o qual pode ser definido por covaridveis e/ou

condi¢des de avaliagdo e/ou grupos):

Fungdo A(.) A() Comentério
varPower (puj5, 6; vij) i % L]
varExp(pij, 0; vis) exp(Vijke; ); exp(pijde;)
varConstPower (1, 8;vi)  O1,e, + |Vik|%4; 01,6, + |paijic|® 01,e, > 0,Vi
varldent(8; vj) e 0 = 1,0 >0,i >2
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Cont.

m Corr(Yj, Yirj) = h[d(tj,tirj), 0], em que d(t;,t;;;) é uma fungdo de
distdncia entre os vetores de posicdo t; e ti/j e h(.,.) é um fung¢do

continua com respeito a g e h(0, g) = 1.

Estrutura de correlagdo h(.,.) Comentério
Serial
corCompSymm h(k,@) = o k=1,2,..,;
corAR1 h(k, @) = o* k=0,1,2,...,;l0l <1
corCAR1 h(s, @) = o° s>00>0
corSymm h(d(i,i"), 0) = oir s>00>0

Mais a estrutura ARMA(p,q) que é definida como no contexto de séries

temporais.
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Estrutura de correlagdo

h(.,.)

Comentdrio

Espacial

corExp h(s, 0) = e~s/e s>0,0>0
corGaus h(s, 0) = e(=s/e) s>0;0>0
corLin h(s,0) = (1 - s/0)L(s<p) $s>0;0>0
corRatio h(s, @) = (1~ (s/e)*)/(1 + (s/0)?) $>0,0>0
corSpher h(s,0) = (1 —1,5(s/0) + 0, 5(5/9)3)]1(5<9) $s>0,0>0
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Modelagem para os dados do Exemplo 1 (bilirrubina)

m (1) = Bo+Bulxg —1); (2) : g = Bo+ Bi(xz — 1) + Ba(xy — 1)
(3) : pij = Bo + Palxi — 1)’(16{1 2y) + B2(xij — D)lic(3.4,5,6,7,8,9})
m (1) : V(Yj) = 02 (homocedastico);

(2)V(Y;) = 0? = o?exp (x;6),i = 1,2,...,9 (heteroceddstico) (note
que x;; = X, Vi, j,j .
m Corre(Yj;, Yij) (1) AR(1), (2)(ARMA(1,1)), (3)Uniforme, (4) Nao

estruturada.
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Modelos

Modelo Preditor linear Variancia Correlacio
HRAR1 Reta Homocedastico AR(1)
HRARMAL11 Reta Homoceddstico ARMA(1,1)
HRU Reta Homocedastico u
HRNE Reta Homocedastico NE
HERAR1 Reta Heterocedastico AR(1)
HERARMA11 Reta Heterocedastico ARMA(1,1)

HERU Reta Heterocedastico u
HENE Reta Heterocedastico NE**

** N3o foi possivel ajustar
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Modelos

Modelo Preditor linear Variancia Correlagdo
HPAR1 Parébola Homocedastico AR(1)
HPARMAL1 Pardbola Homoceddstico  ARMA(1,1)
HPU Parabola Homocedastico u
HPAR1 Parabola Homocedastico NE
HEPAR1 Pardbola Heterocedastico AR(1)
HEPARMAL1 Parébola Heteroceddstico ARMA(1,1)
HEPU Parabola Heterocedastico U
HEPNE Parabola Heterocedastico NE**

** N3o foi possivel ajustar

Prof. Caio Azevedo

Modelos multivariados (marginais)



Modelos

Modelo

Preditor linear

Variancia

Correlacdo

HRSAR1
HRSARMA11
HRSU
HRSNE

Regressdo segmentada
Regressdo segmentada
Regressdo segmentada

Regressdo segmentada

Homocedastico
Homocedastico
Homocedastico

Homocedastico

AR(1)
ARMA(1,1)
u
NE

HERSAR1
HERSARMAL11
HERSU
HERSNE

Regressdo segmentada
Regressdo segmentada
Regressdo segmentada

Regressdo segmentada

Heteroceddastico
Heterocedastico
Heteroceddstico

Heterocedastico

AR(1)
ARMA(1,1)
U
NE**

** N3o foi possivel ajustar
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m Modelos ARMA(1,1): HER (AIC= 2889,62 ; BIC=2917,72),
HEP(AIC= 2888,74, BIC=2921,51), HERS (AIC= 2871,71,
BIC=2904,48).

m Modelos AR(1): HER (AIC= 2891,83; BIC=2915,24), HEP(AIC=
2890,82, BIC=2918,92), HERS (AIC= 2875,45, BIC=2903,54).

m Modelo heteroceddstico com regressdo segmentada (observagdes
independentes): AlC= 4302,27; BIC = 4325, 68.

m Ajustou-se dois outros modelos heterocedasticos ARMA(1,1) com
regressdo segmentada: V(Yj) = 0202(61 = 1) e V(Yy) = o2|x;°.
Respectivamente AIC = 2767,91; BIC = 2833,46; AIC = 2905,23;
BIC = 2948,00.
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média da concentragéo de bilirrubina
a
L

Observado
VarExp
Varldent
VarPower
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Média dos desvios absolutos (VarExp = 0,096;

VarPower=0,115)
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Estimativas dos pardmetros

Pardmetro  Estimativa EP 1C(95%) Estatistica  p-valor
Bo 512 042  [4,30 ; 5,94] 12,28 <0,0001
b1 0,37 0,12 [0,13; 0,60] 3,07 0,0021
B2 -0,19 0,03 [-0,25;-0,13] -6,08 <0,0001
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Estimativas dos pardmetros

Pardmetro  Estimativa 1C(95%)
e 19,65  [14,58 ; 26,49]
B 0,05  [-0,06;-0,04 ]

Pardmetro  Estimativa 1C(95%)
o1 0,91 [0,88 ;0,93]
01 0,09 (0,02 ;0,17]

Na parametrizagdo Yj; = ¢1Yj; + 61§(;_1); + &;. A funcdo de correlagdo
pode ser encontrada em Pinheiro, J.; Bates, D. (2000). Mixed - Effects
Models in S and S-plus (segdo 5.3.1).
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Testes de Hipétese

m Para implementar os testes C5 = M, pode-se usar as estimativas
dos pardmetros 3 (vbeta < —fit.model$coeff) e a estimativa da
respectiva matriz de covariancias (fit.model$varBeta).

m Em relagdo aos pardmetros (para testar CO = M)) o, § (no caso de
se usar a fungdo varldent) e g, o pacote trabalha com os chamados
pardmetros irrestritos que correspondem a o* =In(c) e 6" =In(d) e

o =1In 1“’ (para as estruturas de correlagdo serial).

m A matriz de covariancias obtida através de comando

(fit.model$apVar) esté relacionada aos pardmetros irrestritos.
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Analise residual

m Residuo ordindrio: R, = Yy — X438 (Ro = Y; — X;3)

(correlacionado e com variincias, possivelmente, desiguais).

Rs —=
B Residuo de Pearson: R, = —— (R, = R,./V(Y}))
V(Yi)

(correlacionado e com varidncia unitaria), em que
m = (m), ,VTY;:))’ e "./" denota a divisdo elemento por
elemento.

m Residuo normalizado: R, = (cU;)"'R,, em que U; é a matriz
triangular superior da decomposi¢do de Cholesky de R; = UJ/-UJ- (ndo

correlacionado e com varincia unitaria).
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