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Análise de reśıduos para modelos mistos

Existem duas fontes de variação: os efeitos aleatórios b e os erros ξ.

Tipos de erros:

Erros condicionais: ξj = Yj − Xjβ − Zjbj

Erros marginais: εj = Yj − Xjβ = Zjbj + ξj

Efeitos aleatórios: Zjbj = E(Yj |bj)− E(Yj).

Respectivos reśıduos:

Reśıduos condicionais: ξ̂j = Yj − Xj β̂ − Zj b̂j

Reśıduos marginais: ε̂j = Yj − Xj β̂ = Zj b̂j + ξ̂j
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Tipos de reśıduos

Segundo Hilden-Minton (1995)

Reśıduo puro (para um espećıfico tipo de erro): se ele depende

apenas das componentes fixas e do erro que ele pretende predizer.

Reśıduo confundido: depende de outros tipos de erros.
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Tipos de reśıduos

Na função “lme”

Reśıduo condicional normalizado: ξ̂
∗
j = (σ̂Û(c)j)

−1ξ̂j

Reśıduo marginal normalizado: ε̂∗j = (σ̂Û(m)j)
−1ε̂j

em que Û(c)j é a matriz triangular superior da decomposição de

Cholesky de R̂j = Û
′
(c)j Û(c)j e Û(m)j é a matriz triangular superior da

decomposição de Cholesky de V̂j = Û
′
(m)j Û(m)j .
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Tipos de reśıduos

Segundo Pinheiro and Bates (2000), página 239, e Schabenberger

(2004), respectivamente, ξ̂
∗
j e ε̂∗j devem seguir, aproximadamente

uma distribuição N(0,1), no caso do modelo estar bem ajustado.

No entanto, Nobre and Singer (2007) sugerem a utilização do

reśıduo de confundimento ḿınimo proposto por Hilden-Milton

(1995), veja também Nobre (2004).
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Comentários

Tanto o reśıduo condicional quanto o reśıduos marginal são

influenciados tanto pela distribuição dos efeitos aleatórios quanto

pela distribuição dos erros.

Faz-se mister definir um reśıduo que dependa apenas a distribuição

dos erros.
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Forma matricial

Y =


Y1

Y2

...

Yn

 ; X =


X1

X2

...

Xn

 ; ξ =


ξ1

ξ2
...

ξn



Z =


Z1 0 . . . 0

0 Z2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . Zn


Y = Xβ + Zb + ξ,b = (b1, ...bn)′
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Forma matricial

Temos que Y ∼ N∑n
j=1 kj

(
Xβ, σ2ZDZ′ + σ2R

)
e b ∼ Nnq(0, σ2D),

em que

R =


R1 0 . . . 0

0 R2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . Rn

 ; D =


Ψ 0 . . . 0

0 Ψ . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . Ψ


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Formas matriciais para erros e reśıduos

Tipos de erros:

Erros condicionais: ξ = Y − Xβ − Zb

Erros marginais: ε = Y − Xβ = Zb + ξ

Respectivos reśıduos:

Reśıduos condicionais: ξ̂ = Y − Xβ̂ − Zb̂

Reśıduos marginais: ε̂ = Y − Xβ̂ = Zb̂ + ξ̂
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Resultados

ξ̂ = RQξ + RQZb.

ε̂− ε = −X(X′MX)−1X′Mε.

Cov(ξ̂) = σ2RQR.

Cov(ε̂) = σ2M−1QM−1.

em que Q = M−MX(X′MX)−1X′M e

M = R−1 − R−1ZC−1X′R−1 em que C = D−1 + Z′R−1Z. Q e M

são matrizes simétricas.
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Reśıduo Marginal

Dado que ele está associado ao modelo Y = Xβ + ξ, um gráfico

desse reśıduo versus cada covariável (variável explicativa) ajuda a

verificar se o preditor linear está corretamente especificado.

Espera-se, em caso de correta especificação, que o gráfico tenha um

comportamento aleatório em torno do zero.
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Reśıduo Condicional

Seja (reśıduo condicional padronizado) ξ̂
∗
j =

ξ̂j

σ̂
√

p̂jj
, em que p̂jj é a

estimativa de pjj o qual, por sua vez, é o j-ésimo elemento da

diagonal principal de RQR.

Presença de “outliers”: ξ∗j × ı́ndice da observação.

Homocedasticidade dos erros condicionais: ξ∗j × valor predito

(Ŷj = Xj β̂ + Zj b̂j).
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Reśıduo de confundimento ḿınimo

Para checar a normalidade dos erros condicionais.

Lembre que: ξ̂ = RQξ + RQZb. Hilden-Milton (1995) (HM)

argumentam que a habilidade para avaliar a normalidade de ξ̂

diminui quando V(RQZb) = RQZDZ′QRUj aumenta em relação à

V(RQξ) = σ2RQRQR (temos ainda que: Cov(ξ̂) = σ2RQR).

Esse autor define a fração de confundimento para ξ̂j como

0 ≤ FCj =
U′

j RQZDZ′QRUj

U′
j RQRUj

= 1− U′
j RQRQRUj

U′
j RQRUj

≤ 1

em que Uj denota a j-ésima linha da matriz In. FCj representa a

porção da variabilidade de ξ̂j devida ao confundimento com b̂.

Quando maior for FCj , maior é o grau de confundimento de ξ̂j .
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Reśıduo de confundimento ḿınimo

HM sugere utilizar uma transformação linear, digamos, Lξ, que

minimize o confundimento (em algum sentido).

Uma sugestão é minimizar o confundimento de l′jξ (em que l′j é a

j-ésima linha da matriz L), ou seja maximizar

λj =
l′jRQRQRlj

l′jRQRlj

sujeito à restrição V(l′j ξ̂j) ∝ l′jRQRlj > 0.

A base para a obtenção de lj é a decomposição espectral de

R1/2QR1/2 = KΠK′.
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Reśıduo de confundimento ḿınimo

Após várias manipulações algébricas, chega-se que o reśıduo de

confundimento ḿınimo é dado por:

l′j ξ̂ =
√
πjK

′
jR
−1/2Y

em que Kj é a j-ésima coluna de K e πj é o j-ésimo autovalor

(ordenado) (da matriz Π), j=1,2,...,n-p (“n-p” é devido ao rank da

matriz Q)

Pode-se provar ainda que Cov(l′i ξ̂, l
′
j ξ̂) = σ2δij , i , j = 1, 2, ..., n − p,

em que δij = 1 se i = j e 0 caso contrário.
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Reśıduo de confundimento ḿınimo

Os reśıduos de confundimento ḿınimo são não correlacionados, com

variâncias constante e média zero.

Além disso,
lj ξ̂
σ̂ tem aproximadamente distribuição N(0,1).

Sugere-se fazer um gráfico de quantil quantil com envelopes para

lj ξ̂

σ̂
.
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Reśıduo condicional padronizado
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Reśıduo de confundimento ḿınimo padronizado
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