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Relembrando

m MLM : pj = XJ'-,B + Z;b;.

m MLGM : pj = g~} (X3 + Z;b;).

m Nem sempre a relagdo entre as covaridveis (X;) e os efeitos
aleatdrios é adequamente descrita por um modelo linear ou por um
modelo linear generalizado.

m Modelos n3o lineares (mistos) (MNLM) podem ser mais apropriados
em situagdes em que o comportamento das médias (em fun¢do de

covaridveis como o tempo, por exemplo) ndo é satisfatoriamente

modelado pelos MLM ou pelos MLGM.
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Limitacdes dos MLM e MLGM e vantagens dos MNLM

m O comportamento linear e n3o linear induzidos, respectivamente,
pelo MLM e MLGM podem n3o ser adequados para representar o
comportamento da média.

m Existéncia de assintotas (inferior e/ou superior)

m As interpretagdes dos parametros de modelos n3o lineares podem ser
mais adequadas do que aquelas associadas aos parametros do MLM
e do MLGM (particularmente, polinémios de grau > 3 possuem

pardmetros de dificil interpretacdo), principalmente em termos do

problema.
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Limitacoes dos MLM e MLGM e vantagens dos MNLM

m Os MNLM, em geral, apresentam poucos pardmetros com

interpretacdes Uteis em termos do problema.

m Garantia de que as médias preditas respeitardo o espaco paramétrico

associado.
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Exemplo 6: cinética de indometacina, Kwan et al (1976)

m Os dados correspondem a um experimento de farmacocinética
(etapas pelas quais a droga passa desde a ministra¢do, introdugdo
do farmaco no organismo, como tomar um comprimido, até sua
eliminagdo, processo pela qual o fairmaco deixa o organismo
definitivamente) da droga indometacina (um tipo de
anti-inflamatdrio).

m Seis individuos receberam de modo intravenoso a mesma dose de
indometacina, e tiveram sua concentracdo de droga no plasma (em
mcg/ml) medidas 11 vezes entre 15 minutos e 8 horas apds o
medicamento ser ministrado.

m Estudar o comportamento da concentrag¢do ao longo do tempo.
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Perfis individuais (juntos)
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Perfis médios
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Perfis médios e individuais
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Exemplo 7: crescimento de plantas de soja, Davidian and

Giltinan (1995) (1976)

m Os dados correspondem a um experimento sobre crescimentos de
dois tipos de soja: “Plant Introduction” # 416937 (P) um tipo
experimental de cepa (parte da planta a que se cortou o caule e

permanece viva no solo) e “Forrest” (F) (uma variedade comercial).

m O peso médio das folhas (em gramas) de seis plantas escolhidas
aleatoriamente de cada parcela (drea de cultivo) foi medida
(aproximadamente) numa frequéncia semanal entre duas 3 sete

semanas depois de plantadas.
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m O experimento foi conduzido em trés anos diferentes: (1988, 1989 e

1990).

m Objetivo: comparar os tipos de plantas, quanto crescimento, ao

longo do tempo.
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Perfis individuais por variedade x anos (separados)
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Perfis individuais por variedade x anos (juntos)
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Perfis individuais e médios por variedade x anos
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Modelo n3o linear (sem efeito aleatério)

Y; = f(¢;, X, W;) + &:j = 1, ..., n(individuo)

m Em que X representa covaridveis (matriz de planejamento) de

interesse associadas aos efeitos fixos.

] ¢j = jﬂ .

m W; : outras covaridveis como o tempo, por exemplo.

m f(.,.,.) é uma fungdo geral, real e diferencidvel e n3o linear em pelo
menos uma componente do vetor ¢;.

m K N(0, 02).
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Modelo nao lineares: exemplos

m (M) : Y =1+ ¢2exp(¢3/w)) +§;.

): Y =¢1—¢a(wj+¢3) " + &

) Y=o+

m (Ms) 0 Y= ¢1/(1+ exp(—(wj — $2)/$3)) + &
) 1Y) =01+ dawy — ePTO 4 ¢

Para os modelos My, My, My, ¢; = (¢1, ¢, $3)" = (b1, B2, 83)’, ou
seja X; = I3. Para o modelo M3 ¢; = (¢1, ¢2)" = (51, 52)’, ou seja

X; = 2, enquanto que para o modelo Ms ¢; = (¢1, ¢2, ¢3, ¢a)’
= (81, 02,03, 0a)’, ou seja X; = l4. Em todos os casos, a matriz W;

corresponde a varidvel w;, que pode ser o tempo.
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Cont.

m Os modelos M; e Ms podem ser apresentados de uma outra forma:

My
b1 10 0
B=1|7/ |:Xji=l0 1 0
Bs 0 0 w
Ms
By 1 00 0
B 010 0
16: va:
B3 001 O
Ba 0 0 0 w
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Modelo 1: ¢1 = 1, ¢
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Modelo 3: ¢ =1
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Modelo 4: ¢; =1

média

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

phi2= -12phi3 = -1.2
phi2= -12phi3 = 1.2
phi2 = 1.2 phi3 = -1.2
phi2 = 12 phi3= 1.2

tempo

Prof. Caio Azevedo

Modelo:

ares mistos



Modelo 5: ¢1 =3,¢, =0,5

média

phi3 = 05 phid= -0.5
phi3 = 05 phid = 0.5

phi3 = -0.5 phid = 05
phid = -0.5 phid = 0.5
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Modelo n3ao linear misto

Vi = f(@;;, Xij, Wij)+&;j = 1, ..., n(individuo); i = 1, ..., kj(medida repetida)

m Em que Xj; representa covaridveis (matrizes de planejamento) de
interesse associadas aos efeitos fixos (Aj;) e aleatérios (Bjj).

] ¢U = A,'J',B + B,‘jbj.

m W;; : outras covaridveis como o tempo, por exemplo.

m f(.,.,.) é uma func3o geral, real e diferencidvel e n3o linear em pelo
menos uma componente do vetor ¢;;.

m & A N(0,02),b; AT NG (0, W), & Lb;vi, .
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Modelo n&o linear misto (forma vetorial)

YJ' = f((f)j,Xj,Wj) +£j;j =1,...,n

Yy Xij Ay By;
Y2j ij Agj sz
Yi=| . X=| . [A=] . [:B=] .

Y X A Biyj
o &y f( ¢y Xy, W) Wy,
by & f (a5 Xoj, Waj) W,

;= £ = ;f(d’jaxj) . ‘W = )

¢kjj ékjj f(¢kjj7 ijb iji) ijj
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Modelo nao lineares mistos: exemplos

) : Yij = ¢ + ¢oj exp (d3j/wy) + &j-
)1 Yij = ¢y — ooy (Wi + b3) T + &5
= (Ms): Yij = gy +&.
) Yij = /(L + exp(—(wy — d27)/ d37)) + &
)

L Yij = ¢1j + dojwnj — PO 4 g
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Modelo 1 misto

Y= g1+ dojexp (d3)/wiy) + &
1j = P11+ bij, ¢p2j = Ba € ¢3; = [3, nesse caso, B = (B1, B2, f3),

bj = by "< N(0,) e

b1 by,

$i=| B |F+]| O

B3 0
1
A;=15Bj=|0
0
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Modelo 1 misto

B Y = ¢y + dojexp (¢3/wy) + &jj.
¢1j = B1 + byj, ¢oj = B2 + byj e ¢3; = B3, nesse caso,
B = (b1, B2, 53), bj = (byj, byj)’ S N>(0,W) e

B by;

Q= B | +| by

B3 0
1 0
A;=15B;=|0 1
0 0
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Modelo 1 misto

B Y = ¢ + dojexp (¢3/wy) + &jj.
@1j = P11+ bij, ¢oj = Bo + boj e ¢3; = B3 + bsj, nesse caso,
B = (B1, B2, B3)', bj = (byj, boj, bsj)’ S N3(0,W) e

b1 byj
Q= B | +| by
B3 bs;

Aj=13B;=13
Em todos os casos, a matriz W/; corresponde a varidvel wj;, que

pode ser o tempo.
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Modelo 3 misto

[ | Yij = d)le’;-ﬁZj +§,J

$1j = P1+ bij e ¢oj = o, nesse caso, B = (S, £2)',
bj = by "~ N(0,¥) e

Aj=1,,B; =
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Modelo 3 misto

™ \/’ = QS]JW;)Q] + f’.’
1) = 1+ byj & doj = P+ by, nesse caso, B = (61, 52)'

b; = (byj, byj) EC N>(0, W) e

¢j: +

Aj=1,,B; =1
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Estimacao

m Pardmetros para estimar (3, b, 0,0?), em que W = W(9).

m Verossimilhanca completa:

n S i — .. .. )2
L(/B7 b70702) = exp _ZZ (yU f(d)lj’x’ﬁwl_/))

202

j=1 i=1
n

exp{ —0,5> bW 'b; b W]/

X

j=t
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Verossimilhanca marginal

(ﬂ7902) X H/ exp{ — ( (¢'J’ i Wi))

202

x exp{—o,sbjw—lbj}\wrmdb

A integral acima ndo tem solugdo explicita (lembrando que ¢;; € funcdo

de bj).
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Resolugao da integral

Quadratura (gaussiana).

Quadratura adaptativa.

Aproximacdo da verossimilhanca por um modelo linear misto.
Aproximacgao de Laplace.

Aproximagdo do integrando usando o primeiro termo da expansdo
em séries de Taylor em torno do valor esperado condicional dos
efeitos aleatdrios.

Aproximacao do integrando usando o primeiro termo da expansao em
séries de Taylor em torno da moda condicional dos efeitos aleatérios.

Monte carlo.
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Discutiremos brevemente

m Quadratura adaptativa.

m Aproximagdo da verossimilhanga por um modelo linear misto

(método de Lindstrom and Bates).

m Aproximacgado de Laplace.
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Verossimilhanca

m Vamos utilizar a seguinte decomposicio da matriz W~ ! = 0 2A’A,
em que A (associado a decomposicdo de Cholesky) é uma matriz de

precisdo (N ZJ 1 kj). Assim:

L(B,8,0%) o (o%)"WHm/2

X5, W;))? + || Aby||2
. H/ o d 30 0= F(6y: Xy W) 1 | B |
Ra

202
i= 1

< |A|db; (1)

em que ||.||? é a norma Euclidiana elevada ao quadrado.
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Método de Lindstrom and Bates

m Tal método consiste em iterar entre dois passos: um passo de
minimos quadrados n3o lineares penalizado (MQNLP) e um passo

de modelos lineares mistos (MLM).

m No passo MQNLP, consideramos uma estimativa proviséria de A e

obtemos estimativas provisérias de b; e 3 minimizando
n ki

DD i — (g Xy, Wy))* + || Aby

j=1 |i=1

Prof. Caio Azevedo
Modelos n3o lineares mistos



Cont.

m No passo MLM a matriz A é atualizada baseada na expansdo de
primeira ordem em séries de Taylor da fun¢go f(.,.,.) em torno de
estimativas provisérias de 3 e b;, as quais serdo denotadas por B(W)
e BJ(-W). Defina ainda

(W) ~(w)

(w ~ SW)=(w) | =(w)=(w)
W=y —F(8 b )+ X B +Z B

~(w) 8fj =(w) 6fj
em que X; = 9B |5 g Z = ob’,
B .b; i 13 p
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Cont.

m Assim a log-verossimilhanca aproximada (para estimar A) é dada

por:

n

N 2y 1
-5 In(2mo®) — 5 Z{ln 1xz;(A)

hm (B, A, 0?)

j=1
GO
+ o2 [wj(.w) ~X; ﬂ] = 7(A)
w S(w)
X |:WJ( ),xj ,8} } (2)
= (w) —1 —1 ,N(W)/
emque X(A)=1+2Z, '"A"(A7")'Z;
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m De modo semelhante ao que é feito nos MLM, podemos obter os

valores que maximizam a func¢do acima, em relacdo a 3 e o2,
explicitamente em fun¢do de A e trabalhar com a verossimilhanca

perfilada de A para estima-la.

Prof. Caio Azevedo

Modelos n



Cont.

m Pode-se também trabalhar com a logverossimilhanca restrita (veja

slides sobre MLM), ou seja:

~ Lon,  agw) (W)
/R(UzaA) = l(,@(A),A,Oz)* Ezln |U 2Xj zJ(A)XJ |
j=1
em que /(B(A), A, 0?) é dada por (2), com 3 substituido por 3.
m O algoritmo alterna entre os passos MQNLP e MLM, até que algum

critério de convergéncia seja alcangado.
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Aproximacao de Laplace

m A integral que queremos aproximar é a constante na express3o

abaixo:

n kj 2 2
(vij — f(y, Xij, Wj))? + || Aby]|
L(8,0,0%) /ex — Y
(8,6,07) ng o ; 52

x  (2mo?)~k+D/2|A|db

. kj
= Seja g(B, A, y;,b;) = 3L (vi — F(y, Xy, W) + || Abj| .
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Aproximacao de Laplace

m Defina:
Bj = argminyg(B,4,y;,b))

8g(ﬁ7Aay7bJ)
g'(B,D,y;b) = ——

Jr 8bj
82g(ﬂaAay'abj)
g"(8,4,y;,bj) — o

i) 8bjabjl

m Considere a expans3o em séries de Taylor de segunda ordem de g

em torno de Bj:
g 1 =\ w Y

(note que g'(83, A,YJ',EJ) =0)
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Cont.

m A aproximacgdo de Laplace da verossimilhanc¢a é dada por:

L(8,6,0%) =~ (2r0®)~"2|Al"
x e |5y 2Zg(ﬁ,A ;. bj ng” B, A,y b)) 72

m Temos que (veja Pinheiro and Bates (2009), pag. 316-317)

of;(B, bj)
ob;

of;(8,b;)
L

+A'A

j

Prof. Caio Azevedo
Modelos n3o lineares mistos

g”(ﬂaA7yjaBj) ~ G(B7Aay_]) =




m A aproximacdo de Laplace da logverossimilhan¢a modificada é dada

por:

N
ha(B,0% D) = 5+ nin|A|

1] PR =
— 5 ZIn|G(ﬂ7A,yJ)|+U 2Zg(/37A7ijbJ)
j=1

j=t
m O procedimento itera entre a maximizacdo de /; 4 em relacdo a

B,02, A e da minimiizacio de g(/3, A,y;) com relagdo a b;.
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Quadratura adaptativa

m A idéia é utilizar parte dos resultados da AL e substituir a integral de
uma normal multivariada por sucessivas integrais de normais padrao

independentes.
m Sejam zj,wj,j =1,2,..., Ng, respectivamente, as abscissas e os

pesos para a integragdo por quadratura Gaussiana (unidimensional)

baseado na N(0,1).

m Do resultado da AL temos que o integrando
exp(—g(B, A, y;,b;)/(20%)) pode ser aproximado por uma
distribuicdo Ny(b;,02G~1(3,A.y;))
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Quadratura adaptativa

m Assim
[ ewl-e(B.8.y;.b)/(2o%)db; = [ °1G(8,B.y,)|
x exp{—g[B By, b +0G (8, A,y)z] /(20%) + |[zl[*/2}
< exp(—|[2][?/2)dz

O.q|G(/6a A7yj)|71/2

Q

Ne Q
X Z . Z exp{—g [ﬁ, A,y;,b; + oG V33,4, yj)zj] /(20?)
a=1 Jg=1

+ izl /Q}H Wik

k=1
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Cont.

m A aproximac3do da logverossimilhanga por quadratura adaptativa:

N 1<
2 2
laoa(B,0%, D) = —Eln(Qﬂ'U )+n|n|A|—§;In|G(ﬁ,A,yj-)|
n Ngq Nq _
= Z(Z...Zexp{—g[ﬁ,A,yJ,bj
Jj=1 \ap=1 jq:1

T aGW(ﬂ,A,y,-)z,-] /(20%)

+ ||Zj||2/2}H ij)

m A logverossimilhanga acima pode ser maximizada através de

algoritmos de otimizacdo adequados.
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Recursos computacionais

m As fungdes “nls” (default no R) e “nlme” (pacote nlme) ajustam,

respectivamente, modelos nao lineares e modelos n3o lineares mistos.

m A primeira estima os pardmetros via minimos quadrados

(ponderados) n3o lineares.

m A segunda o faz usando mdxima verossimilhanca ou maxima

verossimilhanca restrita.

m Um ponto interessante é que ambas solicitam que o usuario
fornecam estimativas iniciais para os pardmetros do preditor ndo

linear.
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Cont.

m Ha uma certa flexibilidade na escolha do preditor n3o linear.

m Ele pode ser escrito diretamente na fungdo ou ser inserido como

uma funcdo.

m Em geral é melhor entrar com o preditor ndo linear como uma
fun¢do na qual conste a respectiva derivada (auxilia na convergéncia

dos algoritmos).

m H3 a possibilidade de criar uma outra fun¢do através da funcio
“selfStart” na qual é possivel inserir o cdlculo automdtico das

estimativas iniciais.
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Cont.

m Ha varios preditores n3o lineares implementados com esse pacote
(derivada e estimativa iniciais) j4 estdo disponiveis na fun¢do

(input : covaridvel, dose : valor inicial de interesse).

Nome Modelo

SSasymp Asym + (RO — Asym) * exp(—exp(Irc)  input)
SSasympOff  Asym x (1 — exp(—exp(lrc) * (input — c0)))
SSasympOrig  Asym x (1 — exp(—exp(lrc) * input))
SSbiexp Al x exp(—exp(Ircl) x input) + A2 x exp(—exp(lrc2) x input)
SSfol Dose x exp(IKe + IKa — ICl) x (exp(—exp(IKe) * input)
—exp(—exp(IKa) * input))(exp(IKa) — exp(IKe))
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m (x : covaridvel)

Nome Modelo

SSfpl A+ (B — A)/(1+ exp((xmid — input)/scal))

SSgompertz  Asym x exp(—b2 x b3¥)
SSlogis Asym/(1 + exp((xmid — input)/scal))
SSmicmen  Vm x input/(K + input)
SSweibull  Asym — Drop x exp(—exp(lrc) x xP")
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Voltando ao Exemplo 6

m Ajustou-se os modelos My, M, e M3 (n3o houve convergéncia para
os modelo My e Ms)

m (M) 2 Yj = duj + daexp (¢3/wyj) + .

m (M) : Yy =1y — o (wy + d3) " + &

m (Ms): Yy = gywi + &

m ¢y, = @1+ bj, b; iLd- N(0, ).

ii.d.
| §U ~ N(O,U2), §UJ_bJ
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Residuos normalizados com envelopes baseados na N(0,1)

Modelo M3 Modelo M1

quantil do residuo normalizado

quantil do residuo normalizado

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
quanti da N(O.1) quanti da NO.1)
Modelo M2

quantil do residuo normalizado

quanti da N(O.1)
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Valores individuais observados e preditos

Modelo M3 Modelo M1

valores observados

valores observados
0.0 05 1.0 15 2.0

25

valores observados valores observados

Modelo M2

valores observados
00 05 1.0 1.5 2.0

valores observados
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Médias observadas e preditas (via valores preditos indiv.)
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Estatisticas de comparacao de modelos e somas de

quadrados de residuos

AIC BIC
Ms  -72,95 -64,20
M, -51,12 -41,18
M; -51,80 -40,85

My M, M
0,915 0,924 0,924
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Residuos normalizados com envelopes baseados no modelo

Grafico de quantil-quantil (modelo M3) Grafico de quantil-quantil (modelo M1)
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