Modelo normal linear multivariado: Parte 1
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Recapitulando: dados das Iris de Fisher (

m Os dados consistem de 50 unidades amostrais de trés espécies
(setosa, virginica, versicolor) de iris (uma espécie de planta), ou seja,
temos um total de 150 unidades amostrais.

m De cada uma delas mediu-se quatro varidveis: comprimento e largura

da sépala (CS, LS) e comprimento e largura da pétala (CP,LP).

m Objetivo original: quantificar a variagdo morfoldgica em relagdo a

essas espécies com bases nas quatro varidveis de interesse.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Inferencia_DNM_Ana_Multi_Parte_1_2S_2021.pdf

Modelagem dos dados

m Seja Yjj : o valor da k-ésima variavel (k=1,2,3,4), para a j-ésima
unidade experimental (planta) (j=1,...,50) do i-ésimo grupo
(1=1,2,3).

v~ ind.
m Suposicdo Y = (Yj1, Yi2, Yis, Yia) ~ Na(pi, X).

m Tem-se, portanto, dados balanceados (em relagdo aos grupos) e

homocedasticidade (mesma matriz de varidncias e covariancias).
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Boxplot das varidveis por grupo
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Histograma das varidveis: iris setosa
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Histograma das varidveis: iris versicolor
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Histograma das varidveis: iris virginica
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Matriz de dispersao: -S, - Ver,
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Diagrama de dispersao: virginica
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Variancias na diagonal principal (dp), covariancias abaixo

e correlacdes acima (da dp)

CS 0,12 0,74 0,27 0,28
LS 0,10 0,14 0,18 0,23
CP 0,02 0,01 0,03 0,33

LP 0,01 0,01 0,01 0,01
CS 0,27 0,53 0,75 0,55

. | Ls 0,08 0,10 0,56 0,66
versicolor CP 0,18 0,08 0,22 0,79

LP 0,06 0,04 0,07 0,04
CS 0,40 0,46 0,8 0,28

. | LS 0,09 0,10 0,40 0,54
virginica CP 0,30 0,07 0,30 0,32
LP 0,05 0,05 0,05 0,07

Vsetosa =
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Medidas resumo: comprimento da sépala

Espécie Média DP  Var CV(%) Min. Med. Max. CA. Curt. n
setosa 5,01 035 0,12 7,04 430 500 580 011 -0,45 50
versicolor 594 0,52 0,27 8,70 490 59 700 0,10 -069 50
virginica 6,59 064 0,40 9,65 490 650 79 011 -0,20 50
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Medidas resumo: largura da sépala

Espécie Média DP  Var CV(%) Min. Med. Miax. CA. Curt. n
setosa 343 038 014 1106 230 340 440 004 060 50
versicolor 2,77 0,31 0,10 11,33 200 280 340 -0,34 -0,55 50
virginica 297 032 o010 1084 220 300 380 034 038 50
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Medidas resumo: comprimento da pétala

Espécie Média DP  Var CV(%) Min. Med. Miax. CA. Curt. n
setosa 146 017 003 11,88 1,00 150 190 0,10 065 50
versicolor 4,26 0,47 0,22 11,03 300 43 510 -057 -0,19 50
virginica 555 0,55 0,30 9,94 450 555 690 052 -037 50
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Medidas resumo: largura da pétala

Espécie

Média

DP

Var  CV(%) Min. Med. Mix. CA. Curt. n
setosa 025 011 o001 4284 010 020 060 1,18 126 50
versicolor 1,33 020 0,04 14091 100 130 180 -0,03 -059 50
virginica 2,03 027 0,08 1356 1,40 200 250 -0,12 -0,75 50
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Graficos de quantis-quantis com envelopes: setosa
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Graficos de quantis-quantis com envelopes: versicolor
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Graficos de quantis-quantis com envelopes: virginica
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Graficos de Q-Q com envelopes: forma quadratica
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Matriz de dados: iris de Fisher

Y1 Y112 Y113 Y114
Y121 Y122 Y123 Y124

Yisor  Yiso Yo Yoy

Ya11 Ya12 Ya13 Yo14

Yoo Y222 Ya23 Y224
Yinxp) =

Yoso)r Yooz Yasoz  Yo(soye

Y311 Y312 Y313 Y314
Y321 Y322 Y323 Y324

Y301 Y302 Y30z Y30y
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Suposicoes

m Suponha um conjunto de G populagdes independentes da qual

retiramos G amostras de tamanho n;, i =1, ..., G,

m Por suposicdo, temos que Yj ~ N,(pi, ), emquei=1,2,..,G
(grupo) e j = 1,2,...,n; (individuo). Notagdo: Yjj observacdo
referente a varidvel k do individuo j do grupo /.

m Homocedasticidades: 37 =3, = ... = X = 3.

m Assim, temos a seguinte matriz de dados (n = >, n;):
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Yinxp) =

Y1
Y121

Ying1

Ya11
Yoo

Yeu

Y61

Yéng1

Y112
Y122

y1n12

Yo12
Y222

Ye12

Y622

Yeng2

Yi1p
Y12
Yl"lP

Ya1p

Y22,




Hipdteses de interesse

m Queremos testar Hy : 11 = pp = ... = pg vs

H; : hd pelo menos uma diferenca.
m Uma abordagem: andlise de varidncia multivariada (MANOVA).

m Comparar médias atraves do estudo da decomposicdo da matriz de

variancias-covariancias total.

m Como resumir a informagdo das matrizes de covaridncias de

interesse? Uma possibilidade: varidncias generalizadas.

m A rigor, a metodologia MANOVA estd acomodada na classe de
modelos de regressdo normais lineares multivariados, a qual é uma

extens3o dos respectivos modelos univariados (link).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Material_Reg_POS_1S_2021.htm

Modelo de regressdo normal linear multivariado (MRNLM)

Y(nxp) = X(nxq)B(gxp) T E(nxp)

B Y(nxp): matriz de dados

m X(,xq): matriz de planejamento, conhecida e ndo-aleatdria.

m B;xp): pardmetros de regressdo, desconhecido e ndo aleatdrio.

B {(,xp): Matriz de erros, sendo que cada uma das suas linhas
corresponde a uma vetor aleatério tal que N,(0,3), mutuamente
independentes.

m Tal estrutura se aplica a diferentes situacdoes, ndo somente em

situacdo como a dos dados da iris de Fisher.

m Com efeito, qualquer modelo que possa ser escrito sob estrutura, é

um MRNLM.
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MRNLM (cont.)

m As suposi¢cées do MRNLN s3o:

m Em relag3o aos erros associados a cada unidade
amostral/experimental (linhas da matriz de dados):

m Normalidade multivariada.
B Matriz de varidncias e covariancias constante ao longo das
observacgdes, conhecida como homocedasticidade.

B Independéncia entre elas.
m Linearidade entre a média £(Y) e as covaridveis X, ou seja
E(Y) = XB.
m Em geral o MRNLM n3o é robusto a violagdo de pelo menos uma

das suposi¢des descritas acima (artigo 1, artigo 2)
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https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/0047259X80900536
https://www.biorxiv.org/content/10.1101/498931v2.full.pdf

Matriz de planejamento de matriz de param. de regressao

X1 X112 X6

X121 X122 X126

Xing1 Xing2 Xim G
H11 H12 Hip
21 K22 H2p

Xinxq) = Blgxp) = .

He1  HG2 o HGp

Xe11 Xe12 Xe16

Xe21 X622 Xe26

Xengr  Xeng2 XengG |
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E(nxp) =

&1
&121
5ln11

Ean1

&1

&en

E6n

Eeng1

112

&122

fln12

&a12

&

€612

€62

Eeng2

§11p

§12p

glnlp

§21p

§22p




Voltando aos dados da lIris de Fisher:

mG=3p=4en =50,i=1,2,3 (3 grupos, 4 varidveis e 50
individuos por grupo).
m Objetivo: modelar o vetor de médias de cada grupo e compars-los

entre si.

= Y(is0x4)-
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Cont.: Parametrizacdao de médias

B X = l33) ® L(50x1) (® denota o produto de Kronecker a
1isox1) O@ox1) Ooxi)
esquerda). X = Oisox1) 1sox1) Osox1)
Oisox1) Ogox1) 1sox1)

H11 M12 H13 Hi14
B B=| tn po gz poa

H31  M32  H33 434
® Lk - média da varidvel k do grupo I.
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Cont.: Parametrizacdo casela de referéncia

1is0x1) Oox1) Ooxi
m X = 1is0x1) Lsox1) Ooxiy
1oty Ooxiy)  1lsoxi)

i1 p12 H13 H14

BB=| oy ax axn ax

Q31 (32 (33 (34

m 11, : média da varidvel k do grupo 1 (grupo de referéncia - setosa).
B Q= pik — M1k, = 2,3 : é a diferenca entre a média do grupo i e a

média do grupo 1, em relacdo a varidvel k.
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Decomposicao da matriz de covariancias total

m Pode-se demonstrar, para o exemplo em quest3do, que:
G n;

G
SNV = YV V) (YY)
i=1 j=1 i=1
Matriz de SQ Total Matriz de SQ do Modelo
G nj
2 (Y= Y) (Y=Y
i=1 j=1
Matriz de SQ do Erro
T = M+E

m Deuma forma geral: T=Y'(I-n"'J)Y;M=Y' (H-n"1J)Y;
E=Y'(—H)Y, H=X(X'X)""X', J=11', I é uma matriz

identidade de ordem n e 1 é um vetor coluna unitario de dimens3o n.
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Variancia generalizada

m Seja ¥, ) uma matriz de covariancias.
m Variincia generalizada |X| (resume a informac3o contida em X2).

m Suponha p = 2.

Assim |Z| = 0203 — 03, = 0203 — 0203p% = 0203(1 — p?).
m Estamos supondo que ¥ = ¥y = ... = ¥ = X (teste de Box para

igualdade de matrizes de covariancias).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Inferencia_DNM_Ana_Multi_Parte_3_2S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Inferencia_DNM_Ana_Multi_Parte_3_2S_2021.pdf

As quatro estatisticas “tradicionais”

Lembre-se de que T = M + E.

Sejam A\; > A > ... > X, os autovalores diferentes de zero da
matriz E~1M, em que s = min(p, G — 1).
T 1 |E|

Lambda de Wilks: H = .
sT1+A [E+ M|

S

Trago de Pillaizz 1 ii)\ = tr[M(M + E)™!].
i=1 i

S
m Traco de Lawley-Hotelling: Z)\i_l = tr[ME™!].
i=1
AL
14+ X

m Maxima raiz de Roy:
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https://www.jstor.org/stable/pdf/2331979.pdf
https://projecteuclid.org/euclid.aoms/1177728599
https://academic.oup.com/biomet/article-abstract/24/3-4/471/378918?redirectedFrom=fulltext
https://projecteuclid.org/euclid.aoms/1177729029

m Quanto menor o valor das estatistica de Wilks e maior os valores das

estatisticas de Pillai, Lawley-Hotelling e de Roy, mais evidéncias

tem-se contra Hp.

m Existem aproximag¢des pela distribuicdo F, para cada uma destas
estatisticas (link manual do SAS, livro: Multivariate Statistics:

High-Dimensional and Large-Sample Approximations).
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https://support.sas.com/documentation/cdl/en/statug/63033/HTML/default/viewer.htm#statug_introreg_sect012.htm
https://www.amazon.com/Multivariate-Statistics-High-Dimensional-Large-Sample-Approximations/dp/0470411694/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=Multivariate+Statistics%3A+High-Dimensional+and+Large-Sample+Approximations&qid=1602258350&sr=8-1
https://www.amazon.com/Multivariate-Statistics-High-Dimensional-Large-Sample-Approximations/dp/0470411694/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=Multivariate+Statistics%3A+High-Dimensional+and+Large-Sample+Approximations&qid=1602258350&sr=8-1

Aplicacao

m Dados da iris: as quatro varidveis apresentadas e os trés grupos.

m O teste de Box indica a rejeicdo da igualdade entre as matrizes de

covariancias (estatistica = 140,94 ; pvalor < 0,0001).

m Além da heterocedasticidade, a suposicdo de normalidade n3o parece

ser razodvel. Assim, os resultados obtidos podem ni3o ser confidveis.

m Utilizac3o do pacote manova (manual) implementado na linguagem

R (préximos slides).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Inferencia_DNM_Ana_Multi_Parte_3_2S_2021.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/MANOVA.RM/MANOVA.RM.pdf

Aplicacao

m Qutras op¢des de ajuste de modelos linares multivariados no R:

m Func3o apresentada no Apéndice do Livro: An R Companion to
Applied Regression.

m Outras metodologias (fun¢des) apresentadas em livro: An R
Companion to Applied Regression.

m Funcgdes do pacote car, como por exemplo aqui.

m Veja também o livro: Modern Multivariate Statistical Techniques

Regression, Classification, and Manifold Learning.
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https://socialsciences.mcmaster.ca/jfox/Books/Companion/appendices/Appendix-Multivariate-Linear-Models.pdf
https://socialsciences.mcmaster.ca/jfox/Books/Companion/appendices/Appendix-Multivariate-Linear-Models.pdf
https://www.amazon.com/R-Companion-Applied-Regression/dp/1544336470/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=An+R+Companion+to+Applied+Regression&qid=1602267926&sr=8-1
https://www.amazon.com/R-Companion-Applied-Regression/dp/1544336470/ref=sr_1_1?dchild=1&keywords=An+R+Companion+to+Applied+Regression&qid=1602267926&sr=8-1
https://cran.r-project.org/web/packages/car/car.pdf
https://journal.r-project.org/archive/2013/RJ-2013-004/RJ-2013-004.pdf
https://link.springer.com/book/10.1007/978-0-387-78189-1
https://link.springer.com/book/10.1007/978-0-387-78189-1

Estatisticas calculadas e p-valores

Estatistica Valor Aproxim. pela dist. F.  p-valor
Wilks 0,02 191,15 < 0,0001
Pillai 1,19 53,46 < 0,0001
Hotelling-Lawley 32,47 580,53 < 0,0001
Roy 32,19 1167,00 < 0,0001

A igualdade simultanea dos vetores de médias é rejeitada, de acordo com
cada uma das estatisticas. Como realizar outras comparacdes de

interesse?
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Anovas univariadas

CS
FV g.l. SQ QM  Estat. F p-valor
Espécie 2 63,21 31,61 119,26 < 0,0001
Residuos 147 38,96 0,27

LS
FV g.l. SQ QM Estat. F p-valor
Espécie 2 11,34 5,67 49,16 < 0,0001
Residuos 147 16,96 0,12
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Anovas univariadas

CcpP
FV gl SQ QM  Estat. F p-valor
Espécie 2 437,10 218,55 1180,16 < 0,0001
Residuos 147 27,22 0,19

LP
FV g.l. SQ QM  Estat. F p-valor
Espécie 2 80,41 40,21 960,01 < 0,0001

Residuos 147 6,16 0,04
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Comentarios

m Realizar anovas univariadas, desconsidera a estruturas de correlacio

existente.

m Além disso, nao permitem testar hipéteses envolvendo mais de uma

varidvel, de modo simultaneo.

m Uma vez que se decide realizar, desde o inicio, andlises

multivariadas, é melhor considerar o MRNLM.

m Em geral, as hipdteses de interesse em MRNLM podem ser descritas

como combinag¢des lineares dos pardmetros B.

Prof. Caio Azevedo




Forma vetorial (MLNM)

m Considere novamente o modelo: Y(,xp) = X(nxq)B(gxp) T &(nxp)-

Portanto, temos que (propriedades de matrizes):

Y(IP><n) = B(/qu)x(/qxn) + Eépxn)
vec(Y') = (Xnxq) @ Ip) vec(B') + vec(¢')
Yipxt) = X(pxpa)Bieax1) T &(npx1)

pois vec(ABC) = (C' ® A)vec(B).
m Note, assim, que as observacdes dos individuos foram concatenadas

(uma abaixo da outra), nos vetores Y* e £*.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_Ana_Multi_2S_2021.pdf

Cont.

m Portanto (propriedades da DNM), temos que Y* ~ N,,(X*3, X*),
em que X = I, @ X, p)-

m O estimador de minimos quadrados generalizados de 3 é obtido

minimizando-se

~ , -1 ,
m O que implica que B = (X* 2**1)(*) X+ r-lyx*

m Exercicio: obtenha o estimador de MQO de B.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_DNM_Ana_Multi_2S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MQPG_REG_Pos_1S_2021.pdf

Cont.

= Note que
3 = [X@I (lo%)” (X®I)}_1(X®I)'(I®2)_l y*
= [(XX@E Nl [X’®E y*
- [ )X @]y
= (1)
m Por outro lado, temos que
£B) = [(xx) ' x w1 [xens=8.

m Além disso,

1

Cov(B) = [(x’xr1 X' ® l} =33 [x X'X) e I] — (X'X)”

®3




Cont.

= Logo, B ~ Npq(B,%3), em que Xg = (X’X)71 ® 3.
m Portanto, se X for conhecido (e consequentemente, o for 3), entdo
~ l 1/~
(B-8) (=a) (B-8) ~ xi)

m Por outro lado, de modo semelhante ao caso univariado, a grande

maioria das hipdteses de interesse, podem ser escritas na forma
Ho . C(rxq)B(qXp) U(p><s) = M(rxs) Vs H1 : CBU 7& M

emquer<qges<p.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_MRLM_REG_Pos_1S_2021_parte_3_Teste_CB.pdf

Cont.

m Note agora que Hy : U'B’C’ = M’ e, assim, temos que:
vec(U'B'C') — vec(M') = (C® U')3 — M* = C*3 — M*.
—_———r  ——

M~ Cc~
m Logo, podemos escrever as hipdtese anteriores como:

Ho: C*B— M*=0vs Hy : C*B — M* #0.
m Além disso, 6 = C*3 — M* ~ N (c*,a ~ M, c*zﬁc*’).

m Se Xz for conhecido, temos que, sob Hy

9 (c*zﬁc*’f1 0~
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Cont.

. S . . S P
m Seja, entdo, X, um estimador consistente de X (E —_— E).

. N n— o0
Logo £5 = (X'X) ' © % o ser para Zg.

S S (Y—Xé)/<Y—X§),emque§:(X’X)_1X’Y.

n—q

m Assim, pelo Teorema de Slutsky,
n’ * */ BEIP D 2
Q=40 (C pC ) omx(rsﬁ)’

em que

A -1
§=(C*B— M"Y (c*zﬁc* ) (C*B — M*).

m Sob Hy tem-se que § = 0.
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https://www.amazon.com.br/Introduction-Theory-Statistics-Alexander-Mood/dp/0070854653
https://impa.br/page-livros/probabilidade-um-curso-em-nivel-intermediario/

Cont.

m Nivel descritivo: P(Q > geac|Ho), em que Q =~ X%rs)’ para n
suficientemente grande e g, € 0 valor calculado da estatistica Q.

m Funcdo poder: P(Q > gc|Hi,a), em que Q = X%rs) para n
suficientemente grande e g. é o valor critico para um dado « (nivel
de significancia).

m Assim, o poder estimado do teste € dado por: P(C~) > gc|Hi, @), em
que Q~ X? ~ para n suficientemente grande, g. € o valor critico

rs,0)
para um dado « (nivel de significincia),

5= (C*,Fj— M*)/ (C*f]gC*/>_1 (C*E— M*) e "7 representa

a respectiva estimativa.
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Cont.

m Voltando ao exemplo da iris, se quisermos testar se as médias entre
os grupos, em relagdo a varidvel CS (que é a varidvel 1), sdo

simultdneamente iguais, teriamos (parametrizacdo de médias):

1 -1 0
C:
1 0 -1
1
0 0 —
U— M = . CBU = H11 — H21
0 0 H11 — H31
0
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Cont.

m Voltando ao exemplo da iris, se quisermos testar se as médias entre
os grupos, em relagdo a varidvel CS (que é a varidvel 1), sdo

simultdneamente iguais, teriamos (parametrizacdo casela de
010

0 01

referéncias): C =

0
M= .cBUu=|

Q31

o O O =
o
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Comparacdes mdiltiplas

m Compara¢des de interesse (para k = 1,2,3,4)

Ho : pik = pok vs Hi @ pak # pok

Ho : piik = pak vs Hi @ pik # 3k

Ho : pok = pak vs Hi @ pok # 3k
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Resultados

m Estatistica do teste e p-valor entre parénteses.

m Varidvel CS:
m Setosa x Versicolor: 81,59 (< 0,0001).
m Setosa x Virginica: 236,10 (< 0,0001).
m Versicolor x Virginica: 40,10 (< 0,0001).

m Varidvel LS:

m Setosa x Versicolor: 93,81 (< 0,0001).
m Setosa x Virginica: 44,60 (< 0,0001).
m Versicolor x Virginica: 9,02 ( 0,0027).
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Resultados

m Estatistica do teste e p-valor entre parénteses.

m Varidvel CP:
m Setosa x Versicolor: 1056,87 (< 0,0001).
m Setosa x Virginica: 2258,26 (< 0,0001).
m Versicolor x Virginica: 225,35 (< 0,0001).

m Varidvel LP:

m Setosa x Versicolor: 696,25 (< 0,0001).
m Setosa x Virginica: 1891,28 (< 0,0001).
m Versicolor x Virginica: 292,49 (<0,0001).
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Analise de residuos

m Veja, para o caso univariado: link.

m Residuo ordindrio: R* = Y — XB. (distribui¢do de referéncia:
N(0,a), exata, em que "a" depende de X e X).

m Residuo padronizado: R = R*D~!, em que D = (diag(f))).

(distribuicdo de referéncia: N(0,1), assintdtica)

m Residuo studentizado (RS): Rs = R./\/(1(nxp) — B(nxp)). €m que ./
denota a divisdo elemento por elemento, h é uma matriz em que
cada coluna corresponde a diagonal principal da matriz

X(X'X)71X'. (distribuicio de referéncia: N(0,1), assintética)
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Diag_REG_Pos_1S_2021.pdf

Analise de residuos

m Residuo multivariado (RM) : R{™ = R*(chol(£))~L. (distribuico
de referéncia: N(0,1), assintética)

] Resfduo baseado na distancia de Mahalanobis (via RM):
(R*) S7IR?, em que Rf = Y, — X;B,i=1,2,...,n é a i-ésima
linha da matriz R*.

m Podemos também considerar uma combinacdo do RS e do RM, ou
seja R = Rs(m)./\/(l(,,xp) — h(,x ) (residuo studentizado

multivariado).

m Exercicio: escrever os valores individuais, para cada um dos residuos

acima .
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Andlise de residuos (RS) - comprimento da pétala
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Andlise de residuos (RS) - largura da pétala
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Envelopes (RS) - comprimento da sépala

quantil do resfduo studentizado

quantil da N(O,1)




Envelopes (RS) - largura da sépala

quantil do resfduo studentizado

quantil da N(O,1)
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Envelopes (RS) - comprimento da pétala

quantil do resfduo studentizado
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Envelopes (RS) - largura da pétala

quantil do resfduo studentizado

quantil da N(O,1)
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Andlise de residuos (RM) - largura da sépala
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Andlise de residuos (RM) - largura da pétala
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Envelopes (RM) - comprimento da sépala
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Envelopes (RM) - largura da sépala
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Envelopes (RM) - comprimento da pétala
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Envelopes (RM) - largura da pétala
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Envelopes (RM) - distancia de Mahalanobis
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Médias observadas e preditas e respectivos |C(95%
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Comentarios

m Os graficos de residuos acusam:

m Heterocedasticidade dos erros (para cada uma das varidveis).
m N3o normalidade dos erros (para cada uma das varidveis).

m Independéncia entre as observagdes de diferentes flores (iris).
m Assim, podemos concluir que o modelo n3o estd bem ajustado

m Lembrando que o MRNLM é, em geral, sensivel (ndo robusto) a
auséncia das suposi¢oes sobre os erros, conclui-se que os resulados

n3o siao confidveis.
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