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Suposicoes

m Dados de Potthoff and Roy (Exemplo 2).

m Dois grupos (11 meninas e 16 meninos), quatro instantes de

avaliacdo.

m Objetivo: comparagdo entre grupos e instantes.
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m Seja Yjj : a distdncia medida no k-ésimo instante (k=1,2,3,4), para
0 j-ésimo individuo (j =1, ..., n;) do i-ésimo grupo (i = 1, 2),
ny = 11 (meninas), n; = 16 (meninos).

in

m Suposicdo Y = (Yj1, Yio, Yis, Yia) e Na(p;, X).

Prof. Caio Azevedo
Modelo normal linear multivariado



Y1 Y112 Y113 Yi1a
Y121 Y122 Y123 Y124

Yianr  Yiane  Yiays  Yiaus
Yoxpp=| ——— ——— ——— ———
Yo11 Yo12 Yo13 Yo1a
Y221 Y222 Y223 Y224

| Youeyr  Youes  Yaez Yoy |
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Suposicoes

m Suponha um conjunto de G populagdes independentes da qual
retiramos G amostras de tamanho n;, i =1, ..., G,

m Por suposicao, temos que Y ~ p(u,-,):), emquei=1,2,..,G
(grupo) e j = 1,2,...,n; (individuo). Notagdo: Yjj observacdo
referente a condic3o de avaliagdo k do individuo j do grupo /.

m Homocedasticidades: £ =¥, = ... = X = X. Além disso, X tem

de ser n3o estruturada (variancias e covariancias livres).
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Suposicoes

m Matriz de covaridncias ndo estruturada: X = Cov(Y) =
2

01 012 O1p
2
012 (o (%]
ELY — p)(Y — )] = E(YY') — pp/ = ’ ’
O1p O2p O'g

m Os dados tém de ser balanceados (em relagdo as condicdes de

avaliagdo) e completos (podem ser regulares ou irregulares).

m Assim, temos a seguinte matriz de dados (n = Z,G:l n;):
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Y(nxp) =

Y1
Y121

Ying1

Ya11
Yoo

Yeu
Y61

Y112
Y122

Y1n12

Yo12

Y22

Ye12
Y622

Yengt  Yeng2




m Queremos testar

Ho:py = py = ... = pg vs Hi : pelo menos uma diferenga.
m Uma abordagem: andlise de varidncia multivariada (MANOVA).

m Comparar médias atraves do estudo da decomposicdo da matriz de

variancias-covariancias total.

m Como resumir a informagdo das matrizes de covaridncias de

interesse? Varidncias generalizadas.
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Modelo linear normal multivariado

Y(nxp) = X(nxq)B(axp) T &(nxp)

B Y(,xp): matriz de dados
m X(,xq): matriz de planejamento, conhecida e ndo-aleatdria.
] B( . parametros de interesse , desconhecido e n3o aleatédrio.

qxp)-

B §(,xp): Matriz de residuos, £; ~ N,(0, X).
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X1
Xi21

X1n11

X(nxq) =

Xe11

Xea1

Xeng 6
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X112
X122

X1n12

X612

Xe22

Xeng6

X6

X126

Xlnl G

Xe16

Xe26

Xeng6

pi1 o H12 Hip
H21 22 H2p
MGl HG2 .- HGp
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£(n><p) =

5111

5121

glnll

5211

5221

&en

E6n

§eng1

‘5112

6122

&1/712

‘5212

5222

§e12

§62

§6ng2




Nosso exemplo:

m Temos: G =2, p=4, np =11,n, = 16, (2 grupos, quatro
instantes, 11 e 16 individuos por grupo, respectivamente).

m Modelar as médias.

B Y (27x4)
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Nosso exemplo: parametrizacao de médias

1 0
. X — (a1x1) Yaix)
| Oaex1)  laexy
s B=— H11 M12  H13 M4
L H21  M22 23 24

m /i, - média da distancia na condi¢do de avaliagdo p do grupo i.
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Nosso exemplo: parametrizacao casela de referéncia

(grupo feminino):

1 0
- X — (11x1) (11x1)
| Lasx1 laexy
= B— H11  H12  MH13 Hi14
Qo1 Qi (3 Q4

m /i1, : média da distdncia na condi¢do de avaliagdo p do grupo 1

(grupo de referéncia).
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Decomposicao da matriz de covariancias total

m Pode-se demonstrar que (fazendo Y;

1 i .
i }1=1 Yu)

G nj G
YW=V (Y- = Yn V) Y-V
i=1 j=1 i=1
Matriz de SQ Total Matriz de SQ do Modelo
G nj
+ Y3 =Y (Yi =)
i=1 j=1

Matriz de SQ do Residuo
T = M+E
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Variancia generalizada

m Seja X (,, ) uma matriz de covariancias.

Variincia generalizada |X| (resume a informac3o contida em X).

Suponha p = 2.

; _ 22 2 _ 292 2922 22 2
Assim |X| = o705 — 01 = 0705 — 0705p° = 0705(1 — p?).

m Estamos supondo que ¥; = ¥, = ... = X5 = X (teste de Box para

igualdade de matrizes de covariincias).
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As quatro estatisticas “tradicionais”

m Sejam A1 > Ay > ... > )\, os autovalores diferentes de zero da
matriz E"*M, em que s = min(p, G — 1).

1 [E|

+XA  [E+ M|

Lambda de Wilkis : H .
i=1

s

Ai
Traco de Pillai:y Tove tr[M(M + E) ™).

i=1

Traco de Lawley-Hotelling: Z)\i_l = tr[ME™!]
i=1

AL
14+ XN
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Cont.

m Quanto menor for o valor das estatistica de Wilks e maior forem os
valores das estatisticas de Pillai, Lawley-Hotelling e de Roy, mais

evidéncias tem-se contra Hy.

m Existem aproximacdes pela distribuicdo F, para cada uma destas

estatisticas (pesquisar).

m Observacdo:
nj— v -1 v .
2y (Y5 = ¥) (8 (Y5 = Y) ~ Fip o] = Lo, em
que 5,2: L Z}”l(Y,-—V;) (Y;—V;)l,i:1,2,3,4.

ni—1 =

Prof. Caio Azevedo
Modelo normal linear multivariado



Teste para verificar a homocedasticidade

m Queremos testarse Hy : X1 =...= X vs
H; : hd pelo menos uma diferenca.

m A estatistica do t.r.v é tal que (exercicio):

i=1 P
1 1 & o - /
sZ = i —1)S7|;Si = Xi — Xjj) (Xi — Xj;
R [z( ) ] X 06 x)
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m Sob Ho, —2InA~ x{,), em que v = (G —1)p(p + 1)/2.

m Correcdo proposta por Box para melhorar a performance da

estatistica acima é:

Qe = (1—-u)(-2InA)=

(1u){|:2(n,1}lns | — i[(n,-1)|n|s,?|]}

i=1

em que
_ G 1 1 2p°+3p—1
v= [T wh - srbmn) [t
m Sob Ho, QB ~ X%y)
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Teste para verificar a homocedasticidade

m Resultados: gg(carc) = 17,33(0,0673).
m Estimativas das matrizes de covaridncias:
grupo  d8 dio di2 di4
1 451 335 4,33 4,36
1 335 3,62 4,03 4,08
1 4,33 4,03 559 547
1 436 4,08 547 594
2 6,02 229 363 161
2
2
2

229 456 2,19 281
3,63 219 7,03 324
1,61 281 324 4735
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Graficos de quantis-quantis
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Gréficos de quantis-quantis com envelope (masculino)
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Graficos de quantis-quantis para a forma quadratica
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Estatisticas

Estatistica Valor Aproxim. pela dist. F. p-valor
Wilks 0,602 3,632 0,0203
Pillai 0,398 3,632 0,0203
Hotelling-Lawley  0,6603 3,632 0,0203
Roy 0,6603 3,632 0,0203

A igualdade simultdnea dos vetores de médias é rejeitada
(marginalmente), para cada uma das estatisticas. Como realizar outras

comparacdes de interesse?
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Anova para cada variavel

Idade de 8 anos: f = 3,451 (0,0751).

Idade de 10 anos: f = 3,914 (0,0600).

Idade de 12 anos: f = 6,973 (0,0141).

Idade de 14 anos: f = 14,918 (0,0008).
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Forma vetorial

m Considere novamente o modelo: Y (;xp) = X(nxq)B(gxp) + &(nxp):

Assim, note que:

EPX") = EPXQ)XEqX“) + €prn)
vec(Y) = (X(nxq) ®lp) vec(B') + vec(¢')
Yipx1) = X{npxpg)B(pgx1) + &(npx1)

pois vec(ABC) = (C’ ® A)vec(B).
m Note, assim, que as observag¢des dos individuos foram concatenadas

(uma abaixo da outra), nos vetores Y* e £*.
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m Portanto, temos que Y* ~ Np,(X*3,X"), em que * = 1, @ X,

m O estimador de minimos quadrados generalizados de 3 é obtido

minimizando-se

(Y* _ X*B)/z*fl(Y* _ X*,B)

~ ’ 1 ’
m O que implica que 8 = (X* z*—lx*) X* x*ly*
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Cont.

m Note que
B = [X®| (1ox)” (X®|)}_1(X®|)’(l®>:)*1v*
= [(XX®):—1)] X' oz yY*
- [ x’®|} Y*

= (1)
m Por outro lado, temos que S(B) = [(X'X)f1 X' ® I} Xelg=2.

m Além disso,

Cov(B) = [(XX) ' X @1 1o £] X (XX) " @1] = (xX) ex

Modelo ni



Cont.

= Logo, B ~ Npg(B,Z3), em que g = (X’X)f1 ®X.

m Portanto, se X for conhecido (e consequentemente, Zg), entao

R /
(B-8) (£0) " (B-8) ~ X
® De modo semelhante ao caso univariado, a grande maioria das
hipdteses de interesse, podem ser escritas na forma
HO . C(r><q)B(q><p)U(p><s) = M(r><s) Vs H1 :CBU 7& M

emquer<ges<p.
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m Note agora que Hp : U'B'C’ = M’ e, assim, temos que:

vec(U'B'C') — vec(M') = (Co U') B —M" =C*3 - M".
N—— N—_——
M+ c
m Logo, 8 = C*B— M* ~ N, (C*ﬁ _ M,C*}:Bc*’).

m Se X3 for conhecido, e fazendo 8 = C*3 — M, temos que, sob Hy

g (c*zgc*’) s o

Prof. Caio Azevedo
Modelo normal linear multivariado



Cont.

m Considere, entdo, que T & um estimador consistente de Y, logo
3= (X/X)_1 ® X o serd para L.

m Assim, por Slutsky,

~/ A~ ’ -1 ..
Q=0 (c'Epc”) 025ty

em que
A -1
6=(CB-M) (CEpC”)  (CB- M),

Mas, sob Hp tem-se que § = 0.
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Cont.

m Nivel descritivo: P(Q > Gearc|Ho), em que Q =~ Xfrs), para n
suficientemente grande e g, € 0 valor calculado da estatistica Q.

m Funcdo poder: P(Q > gc|Hi,a), em que Q =~ X%rs) para n
suficientemente grande e g. é o valor critico para um dado « (nivel
de significancia).

m Assim, o poder estimado do teste é dado por: P(a) > gc|Hi, @), em

2
(

para um dado « (nivel de significancia) e
~ ~ / ~ -1 ~
= (C*ﬁ - M*) (C*ZBC* ) (C*ﬁ - M*> e “7" representa a

respectiva estimativa.
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lgualdade entre as médias por género em cada tempo

m Hipdteses:

m (1)Ho @ pa1 = por.
m (2)Ho : 12 = poo.
m (3)Ho : paz = pas.
m (4)Ho : p1a = poa.

m Para todas as hipéteses (como estamos usando a parametrizacdo

casela de referéncia) temos que M = 0(;1) e C = [ 0 1 } Note

que CB = [ Qo1 Q2 3 (4 }
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lgualdade entre as médias por género em cada tempo

m Assim
-(1)U’=[1 0 0 o]
=(@U=010 0|
=@3U=[001 0|
-(4)U’=[0 0 0 1]

m Resultados
m (1) geate = 3,45(0,0632).
® (2) gearc = 3,91(0, 0479).
® (3) geatc = 6,97(0,0083).
m (4) geaic = 14,92(< 0,0001).
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Ilgualdade entre as médias de idades consecutivas por

género

m Hipdteses (género feminino):

m (1)Ho : pa1 = pao.
m (2)Ho : pa2 = 3.
(

m (3)Ho : 13 = pia.

m Hipdteses (género masculino):
B (1)Ho : po1 = pioo.

B (2)Ho : poo = ps.
(
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m Em todos os casos M =0, CB = { 10 } (género feminino) e

CB = [ 11 ] (género masculino).
m Além disso,
sU=[1 -1 0 0]
QU =01 -1 0]
s@U=[0o0 1 1]
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m Resultados (género feminino)

# (1) georc = 2,89(0,0894).
® (2) Geae = 1,71(0,1904).
® (3) Geare = 3,46(0,0629).

m Resultados (género masculino)
® (1) gearc = 3,38(0, 0662).
# (2) g = 12,15(< 0,0001).
® (3) gearc = 15,41(< 0,0001).
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