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Estimacdo paramétrica (funcdo de ligagdo geral)

m Lembremos que 6; = h(y;), pi = g~ 1(n;) em que n; = Zj-;l xii ;.
m Logo 0; = h(g~1(ni)).

m Log-verossimilhanga

n

1(8,0) = ¢ [Z)ﬁ'@i — > b(6))
i=1

i=1

Prof. Caio Azevedo
Introducéo geral aos MLG: parte 2



m Temos que encontrar o vetor de derivadas de /(.,.) com relagdo a 3,

S(8) = a/%ﬁﬂ’(’b) e a derivada com relacdo a ¢, S(¢) = al(@ﬂq;éb)’
em que

Bp

S(ﬁ) = 0(p><1)
S(¢)=0

em que 0,1y é um vetor de zeros de dimensado (p x 1).

m Depois, devemos resolver o sistema de equagdes

m Vamos derivar com relagdo a cada componente do vetor 3, como

feito para o caso da funcio de ligacio candnica.
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m Vetor escore para 3 (usando a regra da cadeia)

olB,¢) Z 5 90; Op; On;  Ob(6;) 96; Ay On;
0B; B 5#: on; 0B; 00; Op; On; 0B;

“ (“)u, O
— § : 1 1
¢ { V Xﬂ V’ (9771 Xﬂ}

n

_ vty

= ¢iz_n1: {ﬁ(Yi - uf)in}

O L N 0b(6)
oo = V) = Vo 5 = Vi E(v) = = 0
877:' 82 71Xsiﬁs ~
= ==L X wi = (Opi/Oni)?/ Vi. Sob a funcdo de
95, o5, j (Opi/Omi)*/

ligagdo canbnica, w; = V.
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m Assim, o vetor escore, definido pela concatenag¢do de cada uma das

p derivadas anteriores, é dado em sua forma matricial por:

S(B) = oX'WYPVT2(y — p)

em que W = diag(ws, ...,w,), V = diag(V4, ..., Vy),

X11 X2]_ e Xp]_ Xl
X12 X22 ce Xp2 X2 . .

X = . o . = . (matriz de planejamento
Xin Xon oo Xon X,

considerando-se todos os individuos), y = (y1,y2, .., ¥n) €

H = (/1/17/1/27 "'a/j/n)/-
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m Funcgio escore para ¢

s(6) = P = 3 = 00} + 30

a s
em que ¢'(y;, ®) = c(ay(b ?)
m Logo
X' WY2v-12(y —
S(8.0) ) (y —m)

Sy it = b(0:)} + 300 €' (i, 6)
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Informacao de Fisher

) —E(Hw(B,9))
) —E€ (Ha2(B, 9))
(200 82/(,67@)]

0B0 0
T | e (2B (230
L 9¢0B'

[ o) has.0) ]

I 15:(8,¢) h2(B,¢)




m Componente de ordem (j, r) de I11(3, 3) (Informagdo de Fisher).

<

01(B, ¢)
9B;08,

)

n aw1/2
_8{¢|:Z Vl/z(y Hi ))<J’ aﬁ

i=1 Vi

~1/2
W2 oV, T iy Opi
Y= 1) Xi =55~ v,-Xf’aﬂ,H

"1 8w-1/2
—{(Z{Z Wg(yl - M)inTﬁr
0

i=1 Vi

—1/2
1/2 dv; wi o O,
Y — i) Xy — [ X 2
u 9B, V; Jaﬁ,”

 fwi,, Opi On;
02\ V%59 05,
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m Como w; =

f a gﬂi = 1/ Viw;. Portanto:
Ni

Opi
;i

8/( s - WI d/L, 377,
5(6@8&) - ¢Z 5 ds 05,

= ¢ Z Wi Xji Xri

i=1

m Matricialmente,

11(8,8) = ¢X'WX.
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m Componente I15(3, ¢) (Informacdo de Fisher).

() - el o)

= —X'WY2v12e(Y —p)=0

m Informac3o de Fisher para ¢

<(280) (S e000)

82C(yiv ¢)

em que c”(yi, ¢) = 962
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m Assim, temos que a Informacgdo de Fisher é dada por:

X' WX 0(px1)

1(8,¢) =
Ouxp) =€z (Vi 9))
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m O algoritmo Escore de Fisher (AEF) é definido como:

Sejam ﬁ(o) e ¢(©) estimativas iniciais de 3 e ¢ (chute inicial),

respectivamente, entdo faca

,B(tH)

D)

t=0,1,2,....,

B(t)
s
-1
pOX' WX 0(px1)
0(1xp) —E (X (Vi ¢t))>
p0X (w<f>)1/2(v(f)) TR
t

| S bl = (0} + S (i, 0)

até que algum critério de convergéncia seja satisfeito.
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m Em que

u® = g7 (n®) 50 = x89, 01 = n(u?)

vO = diag(V{? Vi vy

n

diag O © Opz “ Optn
001 AN 7\ 60,
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o\
26,

Por exemplo,

t
] (8;@)( _ =1,2,..,n
89j szej(_z) 877j 8171 nj_njm
O
se p; = exp(n;), entdo ) = exp(n}t))
877] 77:mgt)

Ot (1)
Analogamente para (Mj> :

20,
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m Como a informagdo de Fisher é bloco diagonal, temos que (AEF)

+

[ (x’w(f>x T x (ww

(t=0,1,2,..)

[ gle+1) 30
LTSV B TES

(60) 7 (xwOx) " gox (wo)”? (v(”)_l/2 (v - n)

it — b(0) + 0, ¢y o)
Yy E(e"(Yi, ¢0))

1/2 —1/2

v(® (y — u®)
it = b(0) + 30, (i )
S E(e"(Yi ot ))

Prof. Caio Azevedo
Introducéo geral aos MLG: parte 2



m Sendo assim pode-se conduzir o processo iterativo, primeiramente,

para (3, ou seja,

g — g (x’w(ﬂx)*lx’ (W(t)>1/2 (V(t)>’1/2 (y — ),

t=0,1,2,...

m E possivel ainda provar que o processo acima pode ser escrito como

/8(t+1) _ (X/W(t)x)—l X’W(t)z(t)= t=0,1,2,... (1)

emque z=n+ W Y2V Y2(y — 1), n = X3.
m Devido a equagdo (1), o algoritmo Escore de Fisher para os MLG é

chamado também de minimos quadrados reponderados.
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m Depois de obtida uma estimativa para 3, digamos 3, estimamos ¢
(caso necesdrio), através da forma analitica (normal e normal

inversa) ou através do processo iterativo:

S b = b))+ (i 69)
i=1

(t+1) (t) _
¢ 0 A D)

t=0,1,2,...

para o modelo gama.
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Inferéncia

m Os comentdrios feitos anteriormente (considerando-se a fun¢do de
ligagdo candnica) para os chutes iniciais, critério de convergéncia e
estimacdo do ¢ continuam valendo, utilizando agora o fato de que
0; = h(g*(m;))-

m As distribuicGes assintéticas de B e (}5 construcdo de intervalos de
confianca e testes de hipdtese sdo equivalentes aquelas apresentadas
anteriormente (quando se considerou a fun¢3o de ligagdo candnica)
utilizando a matriz de covariancias apropriada para B (para $ tal

matriz ndo muda), ou seja

V(@) ~ ¢ (X'WX) !
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Desvio (ou fungdo desvio)

m Tal fungdo é dtil para termos uma idéia da adequabilidade do

modelo (verificagdo da qualidade do ajuste).

m Sem perda de generalidade, seja I(u,y) = (8, ¢) a
logverossimilhanca associada ao modelo em estudo e /(u°, y) a
logverossimilhanca do modelo saturado (n=p), ou seja, em que cada

média é representada por ela mesma.

m Para o modelo saturado o emv de cada p; é dado por [i; = y;.
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m Defina
m I, y) =20 i yi) = ¢ Do, il — S0, b(0)] + X0, cyi, 8).
w1, y) =0 W, i)
¢ [y vt = 0, 60| + X0y (3 0):

em que 650) = h(pgo)).

m Assim, o desvio escalonado e n3o escalonado, respectivamente, por

D*(y,p) = ¢D(y, ) e D(y, ), em que:

D(y,p) = é(l(u‘o) y) = (1. y)) ¢Z( 1Oy —/(u,,y,))

n
= 23" D(yipi) =2 Z i (6 = 0;) + b(67) — b(6)]
i=1 i=1
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Desvio (ou fungdo desvio)

0

m Sejam i = Y e i = g 1(7)) = g 1(X3) os respectivos

estimadores de MV e defina §§0) = h(ﬂ,(.o)) =h(Y;) e b = h(f:).

m Portanto, o desvio n3o escalonado é estimado por

D(y,n) = 21_2_”:, {y; (5,-(0) — 5;) +b(6;) - b(§§°))] :

m O desvio escalonado é dado por D*(y, ) = ¢D(y, p) e estimado
por D*(y, ) = ggD(y, 1), em que gg é algum estimador consistente.
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Desvio (ou fungdo desvio)

m De uma forma grosseira, o desvio lembra a estatistica do teste da

razdo de verossimilhancas para testar Hy : p = XB vs Hy : p = p.

m As respectivas estimativas, D(y, 1) e D*(y, i) sdo obtidas
substituindo-se os estimadores pelas respectivas estimativas e as

varidveis aleatdrias pelos seus respectivos valores observados.

m Exemplo: Bernoulli. Temos que

(s y) = 320 i tn(ui) + (1 = yi) In(1 = )] = 3272 D(yi, i)
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Desvio (ou fungdo desvio)

m Logo, para o modelo saturado, vem que

ol(p®, y) d < (0) (0)
= > lyitn(u”) + (1= yi)In(1 = ;)
Op” o 5 |
Yi 11—y —(0)

0 0 !
u® 1

1

m Dessa forma, se y; = 0, /(MSO),)/i)

11", yi) = In(1™). Logo, 1, 0) = 1, 1) = 0.

In(1— MSO)) esey =1,
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Desvio (ou fungdo desvio)

m Portanto, se y; =0, I(ﬁgo),y,-) — i, y)) =—=In(1 — 1) e, se y; =1,

~(0 ~ ~
/(ME ),)/i) — (i, yi) = — In(jz;).
m Segue-se que a estimativa e o estimador do desvio, nesse caso, sdo,

dados, respectivamente, por:
D(y, ;) = =237 {In(1 — &)L goy(vi) + In(fi) L a3 (v4)]
D(y, ) = =237 {In(1 — 1)L g0y (i) + (i) Lyay (vi)]
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Desvio: outros exemplos

_ n _ v 1T _
= Normal: D(y, i) = 27, (i — )* e D*(y. ) = =5 ) (vi = i)*
i=1

m Gama: D(y, ) =231, {—In(yi/mi) + (vi — fii)/ i} e
D*(y, i) = ¢D(y. fz).
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Desvio: outros exemplos

m Binomial:

D) = 23 { [/

+

(mi — yi) [ — yi/m) /(1 — ﬁ,-)l] X T, (w1 ()

— 2[m;In(1 — ;)] 101 (yi) — 2[mjIn ﬁi]]l{m,-}(}/i)}-

m Poisson:

D(y,p) =2 Z {lyi In(yi/ 1) = (vi — Bi)l 2,3 (vi) + Bill oy (vi) } -
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Desvio: comportamento assintético

m Em geral D(y; ) ou D*(y, 1) n3o seguem (mesmo
assintoticamente) uma distribuicdo X%n—p)' sob a hipdtese de que o
modelo em questdo é adequado. Tal convergéncia
(D(Y; ) N x%n_p)) ocorre (sob a hipétese de que o modelo em
questdo é adequado):

m Binomial: se m;j — 00, Vi e n (tamanho da amostra) é fixo. Assim,
em geral, para o modelo Bernoulli (m; = 1,V/), tal resultado n3o é
vélido.

m Poisson: se pj — oo, Vi.

m Nos casos em que D*(Y, zi) depende do pardmetro de precisio, se

¢ — o0.
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Mais sobre inferéncia

m Hipdteses do tipo Hy : CB8 = M vs H; : C3 # M podem ser

testadas através da estatistica (do tipo Wald)

—~ / ~ -1 ~
Q= (cg . M) (CV(ﬁ)C’) (c,a . M) .
~ ~ ~ — -1 —~
em que V(B) = ¢ 1 (X’ WX) , € W corresponde a matriz W na
qual as quantidades desconhecidas sdo substituidas pelos respectivos

estimadores (em geral, de MV, os quais sdo consistentes).
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Mais sobre inferéncia

= Note que B ~ Ny(8, ¢ (X’WX)fl), portanto, devido 3 esse
resultado e algumas propriedades da normal multivariada, temos que

se

~ / ~ -1 ~
Q= (cB-m) (cv@)C) (cB-m).
entdo sob Hy e para n suficientemente grande, Q; ~ x2, em que c é

. . P o P T
o ndmero de linhas de C. Além disso, W — W o que implica que
n— o0

V(B) N V(B), pois cada componente de V(3) é uma funcio
n— oo
continua da respectiva componente de W e também por Slutsky
pois (E N @.
n—oo
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Mais sobre inferéncia

m Portanto, sob Hp e para n suficientemente grande, pelos resultados
anteriores (QF, W), Q: ~ x2.

m Assim, rejeita-se Hp se p — valor < «, em que
p — valor =~ P(X > q:|Hp), em que X ~ x2
9= (CB - M)' (cﬁ(a)c')fl (ch-m).

m Sob Hi, temos que Q; = X%c,(s) (qui-quadrado n3o central com ¢

graus de liberdade e pardmetro de assimetra §), em que
-1

§=(CB—- M) (CV(B)C’) (CB — M). Uma estimativa de § é
dada por § = (CB - M)' (cf)(B)c’)_l (cB-m).
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