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Modelo linear generalizado

m Consideraremos que Y ~ FE(6, ¢) e que temos

Y: % FE(6;,¢),i=1,2, ..., n, ou seja

f(yi; 0;) = exp{@ [yt — b(0;)] + c(vi, #)} Lalyi)
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Modelo linear generalizado

= Vi~ FE(6,6),i = 1,2,m, 6; = h(ps).

mg(ui)=mni,ni= J'-le XiiBi, E(Yi) = wi = b'(6;), Xji : covaridvel j
associada ao individuo i (fixa e conhecida) e B8 = (f1,...., Bp)’, ¢ :

pardmetros desconhecidos.
_ dui

= V(Yi) = ¢ V(i) em que V(ui) = do: -

m g(.) é uma func3o de ligacdo (inversivel e duplamente diferenciavel).

Quando 6 = g(.) temos a fung3o de ligagdo candnica.

m Note que 0; = h(g=1(n;)). Se considerarmos a fungdo de ligagio

candnica, temos que 0; = 7.
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Modelo linear generalizado

Vi "FE@0:.0) L 6= h(u)i =1,
P
glu) = XiB=> XiBi Xi= (X, Xpi)
j=1

em que g(.) é chamada de fun¢go de ligacdo e 7; é o preditor linear

(relacionado ao individuo ).
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Escolhas naturais para funcoes de ligacao

Distribui¢do g(u)

Normal p(candnica)

Poisson In p(candnica)

Binomial In(2/(1 — p))(candnica) (a fda de qualquer
varidvel continua definida na reta)

Gama Inp

N.Inversa Inp
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Outras funcdes de ligacao

m Seja 1 a propor¢do de sucessos de uma binomial.

m A ligac3o probito é dada por

*Mu)=n

ou, de modo equivalente, 1 = ®(n), em que ®(.) é a fda de uma

distribuicdo normal padrdo.
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Outras funcdes de ligacao

m Novamente, seja i a proporcdo de sucessos de uma binomial.
m A fda de uma distribui¢do do valor extremo padrdo (ou Gumbell
padrdo, a qual corresponde ao logaritmo natural de uma distribuicao

exponencial com seu pardmetro igual a 1) é dada por:
F(x) =1—exp{—exp(x)}

m Assim, o modelo binomial com ligacdo log-log é dado por

p=1—exp{—exp(n)}
ou de modo equivalente,

In(~In(1 — 1)) = n.
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Funcdes de ligagdo para médias no intervalo (0,1)

_— probito
-—- logito
4 e complemento log-log

-3 -2 -1 0 1 2 3
n
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Funcoes de ligacao Box-Cox

m Uma classe importante de ligacdes (para observacdes positivas) é a

classe de ligacdes de Box-Cox definida por

(1 — 1)/A,5e A £0
In(u), se A=0

']7:

m Podemos considerar varios valores para )\, ajustando o modelo para
cada um deles, e utilizar algum critério de selecao de modelos para

escolher o valor mais apropriado.

m Podemos também estimar A em concomitancia com os outros

parametros.
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Funcoes de ligacao da familia Box-Cox

35

30

lambda = 0,5
| - lambda = 0,6
....... lambda = 0,8
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Resumo: principais funcoes de ligacao

Distribuicdo g(w)

Normal ,(candnica), 1/p e Inp (se p > 0)
Poisson In y1(candnica), /1

Binomial In(e/(1 — 1)) (candnica), ®~1(p), In(—In(1 — u))
Gama 1/p(canénica), Inp

N.Inversa 1/(2u?) (canénica), Inyu, 1/u
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Estimacao paramétrica

m Utilizaremos o método de méxima verossimilhanca (MV).
m Outros métodos de estimacdo podem ser considerados, p.e.:

métodos bayesianos, MQO, MQP, MV ponderada, dentre outros.

m Verossimilhanca

L(8,¢) —eXP{ [Zy Zb(9

m Log-verossimilhanga

Z (.VI7¢)}

_ g [zy,-e,-zbw
i=1 i=1

m Notagio: 3 estimador, B estimativa.

Prof. Caio Azevedo
Introducéo geral aos MLG: parte 1



Derivadas matriciais uteis

m Vamos comecar considerando ligagcdes candnicas. Note que temos

um total de p + 1 pardmetros (familia bi-paramétrica) ou p (familia

uni-paramétrica).

m Sejam A(pxn) € X(nx1) tais que

ail a1 . din X1
ani ano e aon X2
admi adm2 -.-- Adamn Xn
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Derivadas matriciais uteis

m Sejam A(;mxn) € X(nx1), € defina y = Ax (A ndo depende de x).

Ent3o:

D k1 AKXk

n
Zk:l ak Xk
y =

Dkt 3mkXk
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m Logo
r n n n -
0 pqauXk 0D, 1 atkXk 0> 1 aukXk
"8X1 n8X2 o nax,,
O oy dxk O30, @k 03 gy 32kXk
9y _ OAx _ a1 Ox a Ox,
ox ox . . ) )
n n n
O3 poqamiXc 0D 5 _; amkXk 0 h—1 amkXk
L Ox1 Ox2 T O i
all a1 e ain
a1 ax ... am
= A=
aml am2 e dmn
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Derivadas matriciais uteis

m Alguns resultados:

0Ax
Ox
Ox'A
ox
Ox'x
ox
Ox' Ax
ox

A, (A, se A for um vetor linha)
A’ (A, se A for um vetor coluna)
2x

(A+ A')x, (2Ax, se A for simétrica)
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Estimacdo paramétrica (ligagdo candnica)

m Log-verossimilhanga (lembre que 0; = n; = X'(3).

[Zm, Z b(n;)

m Temos que encontrar o vetor de derlvadas de (., ) com relacdo a 3,
_ 0I(B,9) 21(B, ¢)
em que

n

+ cymb)

i=

e a derivada com relagcdo a ¢, S(¢) =

91(8, ) T
9P
(8,9)

s@)=| 9% (1)

913, 6)
0B,
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m Depois, devemos resolver o sistema de equacdes

S(ﬁ)f 0(px1) ’ @)
5(¢) =0
em que 0,1y é um vetor de zeros de dimensado (p x 1).

m Naturalmente, espera-se que a solu¢do encontrada seja ponto de
maximo no espaco (p+1) (matriz Hessiana tem de ser negativa
definida).

m Calcular 5(¢) é relativamente simples. Para obtermos S(3) temos
duas op¢des. Derivar S(3) diretamente com relacdo ao vetor 3 ou

obter a derivada com relagdo a cada pardmetro 3;,j =1,..,pe

deduzir a forma matricial (equagdo (1)) dessas derivadas.

m Vamos considerar a segunda opc¢do.
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m Temos que:

a1(8,9) _ ¢Z( oni b(m))_iac(yf,cb)

p; ‘08 9B —~ 0P
_ - b(ni) On
= gf) Z (y,Xﬂ an, 8/81 >
m Lembremos que E(Y;) = u; = a’;(n’?r) (pois nesse caso 0; = ;).
Além disso, Oni = 62 Xsifls = Xj. Logo:

op; 8@

21(8, -
R
i=1

Prof. Caio Azevedo

Introducéo geral aos MLG: parte 1



X11 X21 . Xpl X1
X12 X22 sz X2
m Agora note que, se X = ] ] . . =
Xin Xon .. Xpn X,
(matriz de planejamento considerando-se todos os individuos) e
34!
Y2 5
y=| _ | entdo
Yn
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Y1
Y2
X'y = [X, X, ..X]
Yn
Xu X2 ... X n oy Xy
B X1 Xoo ... Xon ool iy Xaiyi
Xpl Xp2 Xpn Yn Z?:lXip)/i
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Analogamente,

Do Xuitti
Sy Xoiki
X'y = .

27:1 Xipti

em que g = (p1, 2, s in) s i = & (X3B).

Logo

al(B; )
oB

S(B) = = ¢X'(y — 1)
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m Com relagdo a ¢, temos que

S(6) = (v — b)) + 3 €5, ),
=1 i=1
em que c(yi, ¢) = (%(8}/;;@

m N3o é necessério estimar ¢ para os modelos de Poisson e Binomial.
Para os modelos normal e normal inverso a solugdo é explicita (em
funcio de ﬁ) (exercicio). Para o modelo gama n3o ha solucio
explicita e veremos os detalhes especificos pertinentes quando da

apresentacdo desse modelo.
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m Podemos notar que o sistema de equagdes (2) ndo tem, em geral,
solugdo explicita pois, via de regra, p; é uma fungdo n3o linear de 3
(quando se considera a funcdo de ligacdo identidade, é possivel obter
solugdo explicita).

m Ha varias opgdes de algoritmos numéricos para resolucdo de sistemas
n3o lineares: Newton-Raphson, Escore de Fisher (EF), Nelder-Mead,

BFGS entre outros.

m Por simplicidade e por apresentar, em geral, um excelente

desempenho, consideraremos o algoritmo EF.
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m Para isso precisaremos da informac&o de Fisher (ela também serd

Gtil na obtenc3o de resultados assintdéticos):

—&(Hu(B,9)) —&(Hw2(B, )
—&(Hx1(B,9)) —&(H2(B,¢))

[ . 32/(ﬂ,¢)> _5<a2/(ﬂ,¢>))
0BOp 0809

= > 0 >
(452 <)

[ mo) 18,0) ]

i 11(8,¢) ha(B, )




m A obtencdo das componentes matriciais 111(3, ¢) e l12(3, ¢) podem

ser feitas de modo andlogo ao que foi feito para obtermos S(/3).

m Note que
>IB,g)  *1(B,¢) 1(B,9)
op? 061082 "7 0p10Bp
62/(52,@ fgé(ggﬁ)
. 35 ..
Hll(IBa¢): i _2 i 2. g
91(B,9)
92

2*1(8,8)

dp10¢

8;/(66,@

H12(57¢) = ﬁz, ¢

2’1(B,9)

9B,0¢
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m Por outro lado, temos que

B.0) _ 0 (018.9)) _
aos = a5 o) = o |° [ (fo’y’ ZX" )

O . Ou; On
- d)ZXJ’ 7_¢ZXJ"’3,].3§
i=1 reer
0 b 77, " Ou
= _QJ)Z ———Xi = _(bz){ii 87][ Xri
i=1
lembrando que p; = 31;5777:)
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m Assim, vem que:

2*1(8, ¢)

0Bos
O a#2 aﬂﬂ)
om’ O’ O, )
m Além disso, temos que:

= —¢X'VX

em que V = diag (

0*(B,¢) _ 0

9809~ g [OX' v —w] =Xy —u)
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m Finalmente,

*(B.9) 9 (< - "
—_— = ni — b(n; i i
95 56 <;(yn (77))+’; (vi ¢>> ;e Vi, &)

82 C(yi7 ¢)
a¢?

m Portanto, as componentes da informacdo de Fisher sdo dadas por:

em que c¢”(y;, @) =

11(8.0) = —&(-eX'VX) = ¢X'VX

1o(8,6) = —&(X'(Y =) ==X (E(Y) = ) = O

(B.6) = (Zc" 3 )- E[(c" (Y, 0))]
i=1

Prof. Caio Azevedo

Introducéo geral aos MLG: parte 1



m O algoritmo Escore de Fisher é definido como:

Sejam B e #(©) estimativas iniciais de 3 e ¢ (chute inicial),

respectivamente, entdo faca

5(f+1) g(f)
¢(f+1) ¢(t)

X'V X 0(px1)
0(1><p) =& (Z,’:1 CH(Yiaéb(t)))

x L|t=012

até que algum critério de convergéncia seja satisfeito.

(3)
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S(B) = (¢(t+1)) X' (y _ H(t))

S(6®) = > - +Zc’ yir 9
i=1
u® = g7 (xpt ) x:ﬁ“
(t) t) ()
v — diag (6M1> ,<8N2> s Optn
m e O
A (0 .
((%) N
onj M |t
0
Por exemplo, se u; = exp(n;) entdo 8—':;1 = exp(n}t)).
) In; n
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m Como a informag¢3do de Fisher é bloco diagonal, temos que

(t=0,1,2,..)
4+ [ 30
s || g
[ (00) ™ (xVOx) ! (60) X' (y - )
Tl S m? = b)) + 0, (i ¢?)
L S E(c"(Yi )
i 3
"] o
- X,V(t)x)*l X' (y . N(t))
Tl S mt = b)) + 0 (i e?)
L Y E(c"(Yi )
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m Sendo assim pode-se conduzir o processo iterativo, primeiramente,

para 3, ou seja,

gD ﬁm+<xvmxy4x(y_um)t:mLzm

m E possivel ainda provar que o processo acima pode ser escrito como

B = (xVOx) T XVOO e —0 2. @

em que z=m+ V (y —p), n=XB.
m Devido a equagdo (4), o algoritmo Escore de Fisher para os MLG é

chamado também de minimos quadrados reponderados.
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m Depois de obtida uma estimativa para 3, digamos 3, estimamos ¢
(caso necesdrio), através da forma analitica (normal e normal

inversa) ou através do processo iterativo:

n

St = b)) + 37 (i 09)

i=1
S E(e"(Yi, 00

(t+1) (t) _
i i 9))

t=0,1,2,...

para o modelo gama.
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m Estimativas iniciais: 5(0) = (X/V(O)X)_1 X'V(O)z(o), com
n© = g(y) (g(.) é a funcio de ligacio), o que implica que

5(0 = (X'VOX)~1xX'v(07©  Depois de obtida uma estimativa

para 3, digamos B uma estimativa inicial para ¢ é dada por:

n—p
¢(0): —

—~ V()
momentos), em que ji; = g~ *(X}3).

(estimativa “do tipo " método dos

m Critérios de convergéncia: ||B0HY — 8| < e e [p(tTD) — ()] < ¢,

para algum € > 0.
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m A justificativa da utilizacdo do estimador gZA) = —

Z (Y —m)*
—~ V(i)
que i = g1 (Xff?) e f’)’ é o estimador de MV de 3.

m Em outras palavras temos que V(Y;) = % — ¢l = %

5 P . ~ P ~\ P —~ PN
m Se 8 — B, entdo ji; — pie V(i) — V(w) (i e V(i) sdo
n—oo _h—oo n—oo
fungdes continuas de 3).
m Assim, por Slutsky, o1 —+ ¢~1 e, como & é uma funcio continua
n—oo
~ .~ P
de 1/¢ entdo ¢ — & .
n—o0o
m Esse estimador de ¢ pode ser utilizado ao invés do seu respectivo
EMV (exercicio, comparar os dois via simulagdo). Em geral

consideraremos o emv.
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m Sob as condi¢Ges de regularidade e para n suficientemente grande, B
ed (os respectivos estimadores de MV de 3 e ¢) sdo mutuamente

independentes e

-1
B~N, (ﬁ,¢—1 (x'vx)‘l) b~ N (o — lg <Z c”(\/,-,qb))}
i=1

m Se BJ- é a j-ésima componente do vetor B ent3o BJ ~ N(B;, o~ 1))
em que 1); é o j-ésimo elemento da diagonal principal de (X’ VX)_l.

m Temos ainda que como B e ¢ s3o estimadores consistentes, entio

B;;i; ~ N(0,1), em que 1@ é 0 j-ésimo elemento da diagonal
i

—~ -1
principal de (x’ vx) .
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Inferéncia

V(A 7 ~\171
V@)= - (ie(vi9))]
m Portanto (considerando-se P(X < zi+, ) & 1+T“’,X ~ N(0,1)), temos

2

que
1€(5;,7) = |:BJ — 212\ B + 2y 51%}

1C(0) ~ |3 22\ /P(@) 8 + 2/ V(3)]
m Os intervalos de confianca numéricos sdo obtidos substituindo-se os

estimadores pelas respectivas estimativas.
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Testes de hipdteses

m Suponha que queremos testar Hy : 8 = Bjo vs H1 : B; # Bjo. para

algum j, em que ;o é um valor fixado.

m Estatistica do teste Z, = Bi — B '
¢
m Assim, rejeita-se Hy se |z;| > z., em que z; = Bi =B e

Vot

P(X > z:|Hp) = /2, X ~ N(0,1), BJ 1:/;1 e ¢ s30 estimativas.
m De modo equivalente, rejeita-se Hy se p-valor < «, em que

p-valor = 2P(X > |z||Ho), X ~ N(0,1).
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Testes de hipdteses

m Suponha que queremos testar Hy : ¢ = ¢g vs Hy : ¢ # ¢g.
6—9

m Estatistica do teste Z; =

o~ o~

\VV(9)
m Assim, rejeita-se Hp se |z;| > z., em que z; = 9 i Qio e
V()

P(X > z:|Hp) = /2, X ~ N(0,1), BJ 1:/; e ¢ s3o estimativas.
m De modo equivalente, rejeita-se Hy se p-valor < «, em que

p-valor & 2P(X > |z||Ho), X ~ N(0,1).
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